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Vorwort. 



JJie vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einem Umstände, welchen 
gleich mir wohl schon mancher meiner Kollegen unangenehm empfunden hat, nämlich 
den, dass der Lehrer, der in unseren siebenten Klassen (Untersekunda) im geometrischen 
Zeichnen den Schülern eine gewisse Fertigkeit im Ausziehen von Kurven beibringen 
soll, vielfach genötigt ist, Dinge zeichnen zu lassen, für welche er den Beweis nicht 
geben kann, weil die nötigen Vorkenntnisse bei den Schülern nicht vorhanden sind; 
er befindet sich also in der immerhin etwas misslichen Lage, an den guten Glauben 
seiner Schüler appellieren za müssen und es wird daher sein Bestreben sein, die 
Anleihe, die er bei dem Vertrauen seiner Schüler machen muss, wenigstens auf ein 
Minimum zurückzuführen. 

Was in dieser Beziehung die Theorie der cyklischen Kurven betrifft, so dürfte 

jene Anleihe in dem Satze bestehen, dass bei jeder Roulette die Kurvennormale stets 

durch den Berührungspunkt zwischen Bahnlinie und rollender Kurve geht; dieser Satz 

lässt sich allerdings durch die Betrachtungen über Momentanzentrum bis zu einem 

hohen Grade plausibel machen; ob man aber diese Behandlungs weise als strengen 

Beweis gelten lassen soll, ist doch immerhin fraglich. Hierdurch und dann namentlich 

durch die bekannten Sätze über Evoluten der Cykloiden und Cykloidalen wurde ich 

zu einer veränderten Auffassung dieser Kurven gedrängt, indem ich dieselben definiere 

als Umhüllungen der verschiedenen Lagen einer Geraden, die sich um einen ihrer 

Punkte dreht, während gleichzeitig dieser Drehpunkt auf einer geradlinigen oder 

kreisförmigen Bahn fortschreitet. Die Sätze über Evoluten ergeben sich durch diese 

i Auffassung ganz von selber; wesentlich erleichtert wurde durch dieselbe aber jedenfalls 

1 die Behandlung der den zweiten Teil dieser Arbeit bildenden „Berührungspunkt- 

. kurven** der cyklischen Kurven und die Erkennung derselben als Fuss- 

punktkurven von Kegelschnitten. 

Es galt für mich in erster Linie nachzusehen, ob diese oder ähnliche Definitionen 
sich in der vorhandenen Litteratur schon irgendwo finden und möchte ich für die 
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liebenswürdige Bereitwilligkeit, mit der Herr Prof. Dr. E. Wölfflng*) mich hierin 
unterstützte, auch an dieser Stelle meinen verbindlichen Dank aussprechen. Wenn 
auch nicht dem Wortlaut nach, so doch in der Wirkungsweise ganz ähnlich ist eine 
Definition, die sich findet in einem Aufsatz von Dr. Eckardt in „Schlömilch's Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik", 15. Jahrg., 1870, S. 129**). Hiernach werden 
Epicykloiden und Hypocykloiden umhüllt durch die Verbindungslinien zweier Punkte, 
die sich gleichförmig auf der Peripherie eines Kreises fortbewegen. Wie leicht er- 
sichtlich, lässt sich diese Definition nicht direkt auf gemeine Cykloiden mit gerad- 
liniger Bahn ausdehnen, dagegen lässt dieselbe anderweitige Verallgemeinerungen zu. 

Bezüglich der Benennung der in Frage stehenden Kurven soll festgehalten 
werden : 

Wenn ein Kreis auf geradliniger Bahn ohne Gleiten fortrollt, so beschreibt 
jeder Punkt seines Umfangs eine gemeine Cykloide; rollt ein Kreis auf einem 
zweiten, so heisst die Kurve, welche ein Punkt der Peripherie des ersten beschreibt, 
eine Epicykloide, wenn beide Kreise sich von aussen oder ungleich wendig be- 
rühren ; bei innerlicher oder gleich wendiger Berührung beider Kreise heisst der durch- 
laufene Weg eine Hypocykloide und zwar eine innere, wenn der rollende Kreis 
kleiner ist als der Bahnkreis, eine äussere im gegenteiligen Falle. Epicykloiden 
und Hypocykloiden fasst man unter dem gemeinsamen Namen Cykloidalen zusammen. 
Liegt der beschreibende Punkt nicht auf dem Umfang des rollenden Kreises, sondern 
innerhalb oder ausserhalb, ist aber fest mit demselben verbunden, so heisst der von 
ihm zurückgelegte Weg bei geradliniger Bahn Trochoide, bei kreisförmiger Bahn 
Trochoidale, wohl auch verkürzte oder verlängerte Cykloide oder Cykloidale. Alle 
diese Kurven führen den gemeinsamen Namen cyklische Kurven. 

Winkelgrössen, sofern dieselben nicht ausdrücklich in Graden (^) angegeben 
sind, sollen durchweg dadurch gemessen werden, dass die Länge eines um den Scheitel 
beschriebenen Kreisbogens in Teilen des Halbmessers angegeben wird, so dass unter 
einem Winkel t derjenige Zentriwinkel zu verstehen ist, zu welchem im Kreis vom 
Radius 1 ein Bogen von der Länge t gehört. 

Für alle folgenden Entwicklungen ist ein Satz von grundlegender Bedeutung, 
da er offen oder versteckt (z. B. in den Differentialquotienten von sinus und cosinus) 
immer wiederkehrt und den ich daher gleich hier abmachen möchte: 

Hilfssatz: Jeder Kreisbogen (nicht länger als der Kreisumfang) ist im 
Verhältnis zu seiner Sehne um so länger, je grösser der Zentriwinkel 



♦) vgl. „Dr. E. V\rölffing, Bericht über den gegenwärtigen Stand der Lehre von den 
cyklischen Kurven"; „Bibliotheca mathematica" 3. Folge, II. Band, September 1901. 

**) vgl. auch Dr. Kiepert in Schlömilch, 17. Jahrg., S. 129. 
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ist; bei unendlich kleinem Zentriwinkel ist der Bruch -^ ~ — gleich 
' Sehne ® 

Eins zu setzen. 

Beweis. Sind b, und b, zwei Bögen gleicher oder ungleicher Kreise, 8| und s, die zu- 
gehörigen Sehnen, a^ und 04 die Zentriwinkel, wobei a^ grösser als a^ sein soll, so lässt sich über der 
Sehne S| ein Kreisbogen bg beschreiben, der den Zentriwinkel a^ fasst und der, weil o« <C ^^u iu das 
von b, und S| begrenzte Segment hineinfallt. Als umschlossener Weg ohne einspringenden Winkel ist 

dieser Bogen bg kleiner als der umschliessende Bogen b,, somit — ^ > — ^; wegen der Ähnlichkeit 

Si S| 

der Segmente (b2, s,) und (b,, s,) ist aber — ^ = — ^, somit — ^ > — ^. 

Dass der Grenzwert, den der Bruch — für unendlich kleine b und s annimmt, gleich 1 ist, 

geht daraus hervor, dass jedenfalls Kreisbögen konstruiert werden können, bei denen sich obiger Bruch 
von 1 um weniger unterscheidet als jede beliebig klein gedachte Zahl. Sollte z. B. der Wert des 
Bruches sich von 1 um weniger als ein Milliontel unterscheiden, so brauchte man nur über einer 
Strecke AB gleich der Längeneinheit ein gleichschenkliges Dreieck mit den Schenkeln AC = BC 
= 0,500000 5 Längeneinheiten zu konstruieren und dann einen Kreisbogen zu beschreiben, der AC 
und BG in A und B berührt, so wäre aus demselben Grunde wie vorher 

AC + BC> Bogen > AB oder 1,000001 > — > 1. 

s 

Wie man sich leicht überzeugen kann, bedeutet dieser Satz nichts anderes als in anderer 



* ) =1. 

mt /t = 



Schreibweise: Lim . ^ 

smt 

Den ersten Teil dieses Satzes benutze ich namentlich bei der elementaren Be- 
handlung der Trochoiden und Trochoidalen (insbesondere auch Wendepunktsmöglich- 
keit), doch möge diese Andeutung genügen, da durch Aufliahme der betreffenden Unter- 
suchungen der Umfang des vorliegenden Programms wohl ein zu grosser werden würde; 
im übrigen habe ich mich darauf beschränkt, im wesentlichen diejenigen Eigenschaften 
der in Frage stehenden Kurven aufzunehmen, welche sich auf ihre äussere Form be- 
ziehen und daher im Unterricht im geometrischen Zeichnen oder bei Kurvendiskussionen 
verwertet werden können. 

In der ersten Hälfte des folgenden habe ich mich bestrebt, alle Herleitungen 
auf möglichst elementarem Wege zu geben; die analytischen Bestätigungen der er- 
langten Resultate, sowie die ferneren Ausführungen, sind durchweg so gehalten, dass 
sie ohne weiteres im Unterricht an unseren Oberrealschulen Verwendung finden können. 

Richard Blum. 
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Epicykloiden und Hypocykloiden. 

Eine gerade Linie drehe sich um einen ihrer Punkte, während 
gleichzeitig dieser Drehpunkt mit einer der Drehung der Geraden 
proportionalen Winkelgeschwindigkeit auf der Peripherie eines Kreises 
fortschreitet; es soll die Kurve untersucht werden, welche von den 
einzelnen Lagen der beweglichen Geraden umhüllt wird. 

Der Kreis K um den Mittelpunkt mit dem Radius T (Fig. 1) sei derjenige, 
auf welchem sich der Drehpunkt T der Geraden L fortbewegt; als Anfangslage TqUo 
sei eine solche gewählt, bei welcher die bewegliche Gerade Lo durch den Mittelpunkt 
des Kreises K geht; eine beliebige Lage sei TU, so hat bis dahin der Drehpunkt T 
den Bogen T„T des Kreises K durchlaufen; zieht man TV||ToUo, so ist der 
Winkel VTU derjenige, um welchen sich die bewegliche Gerade von der Lage Lp 
bis in die Lage L gedreht hat, dieser Winkel muss also in einem bestimmten Ver- 
hältnis zum Winkel T« T stehen ; ist demgemäss T' U' eine zweite Lage der Geraden, 
welche die erste Lage in C schneidet, so muss sein: 

Z VTU: ToOT = V'T'Ü': T,OT' (1) 

An Stelle der Winkel VTU und V'T'U', welche die Gesamtbeträge der Drehungen 
der beweglichen Geraden angeben, seien deren relative Drehungen gegen den jeweiligen 
Radius T in die Rechnung eingeführt, weil sich von ihnen aus später der Übergang 
zur umhüllten Cykloidalen rascher und übersichtlicher vollzieht. 

Setzt man z ToOT = t, / ToOT' = t + A t, wobei also i\ t den Zuwachs 
des Winkels t von der Lage L zur Lage L' bezeichnet, so ist, 

wenn z OTU = n . ToOT = n . t, \ ^ 

auch zOT'U' = n.ToOT' = n(t 4- At) / ^^ 

Diese Verhältniszahl n heisse der relative Drehungskoeffizient der ganzen Be- 
wegung; das Verhältnis von zVTUiTqOT möge dann als der absolute Drehungs- 
koeffizient bezeichnet werden; wie leicht ersichtlich, ist der erstere Koeffizient stets 

um 1 kleiner als der letztere. 

1 
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Um sich ein Bild von der Kurve zu machen, welche von den verschiedenen 
Lagen der Geraden L umhüllt wird, könnte man eine Anzahl solcher Lagen aufzeichnen 
und würde dadurch einen aus lauter Geraden bestehenden Linienzug erhalten, welcher 
sich der Kurve um so inniger anschmiegt, je mehr Lagen der Geraden gezeichnet 
sind; jede einzelne Lage wird die Kurve in einem Punkte berühren, der offenbar 




Fig. 1. 



nichts anderes ist, als der Schnittpunkt der betreffenden Geraden mit einer benach- 
barten Lage, die sich von der ersteren nur unendlich wenig unterscheidet. 

Fig. 1 stellt zunächst den Fall dar, dass die Drehung der beweglichen Geraden 
gegen den Radius T in demselben Sinne sich vollzieht, in welchem der Drehpunkt T 
auf dem Umfange von K fortschreitet. 



— 3 — 



also Bogen T T' = p . A t . (3) 



Ist p der Radius OT des Kreises K, so ist in Fig. 1: 

Bogen To T = p . t 

Bogen To T' = p . (t 4- A t) 

Andrerseits ist, da der darüberstehende Peripheriewinkel VTU — (n 4- 1) t ist, 

Bogen Vü = 2 (n + 1) p.t 

und da Bogen V ü„ = Bogen T„ T = p . t, so ist 

Bogen üoU = 2(n -f 1) p . t — p . t = (2 n + 1) p t j 

ebenso Bogen Uoü' = (2 n + 1) p (t + A t) (4) 

also Bogen ÜU' = (2 n + 1) . p . A t J 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke TC'T' und U'C'U folgt aber: 

TC':C'U' = TT' : UU' (5) 

Nimmt man jetzt die Lage T'ü' so an, dass sie sich von TU nur unendlich wenig 
unterscheidet, d. h. dass A t unendlich klein ist, so rückt der Schnittpunkt 0' der 
beiden Lagen in denjenigen Punkt , in welchem unsre Kurve durch T ü berührt 
wird, T' und ü' fallen unendlich nahe an T und U, die Proportion (5) geht also über in 

TC: CU = TT':UU' 

und da nach dem im Vorwort aufgestellten Hilfssatz das Verhältnis von zwei unendlich 
kleinen Sehnen eraetzt werden darf durch das Vei-hältnis der zugehörigen Bögen: 

TC : Cü = Bogen TT' : Bogen U ü' = p . A t : (2 n + 1) p . A, t 
oder TC : Oü = 1 : (2 n + 1) j 

1 mn TU . (6) 

Man erhält somit, auf jeder beliebigen Lage L der beweglichen 
Geraden den jeweiligen Berührungspunkt, indem man die in den 
Kreis K fallende Sehne TU im Verhältnis 1 : (2 n |- 1) teilt, oder indem 
man auf dieser Sehne vom Drehpunkt T aus den (2 n + 2)***" Teil ab- 
schneidet 

Errichtet man auf der Geraden L in ihrem Berühningspunkt C das Lot CN, 
welches den Radius OT in N schneidet, so stellt dieses (als Lot auf der Tangente) die 
Kurvennormale im Punkte C dar; zieht man ausserdem OD j_ TU, so verhält sich 

TN : TO = TC : TD = 1 : --^-^ = 1 : (n + 1) (7) 

Beschreibt man über T N als Durchmesser einen Kreis, der wegen des rechten 
Winkels TCN durch C geht, und um einen solchen mit Radius ON und setzt die 
Radien dieser beiden Kreise MN = r und ON = R, so ist: 

TN 1 

r:p = "2 :^0 - ^^ : {n + l) 

also r =rr ^j^Vty ^^^ 

2 (n + 1) 
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und R = p_2r = p^^4^= -A (9) 

Schneidet der Kreis um mit N die Anfangslage To Uq in Co, so verhält sich 

ToCo:OoUo = 2r:(2f.-2r) = ^:p '^"+^^^^ ^l:(2n + l^ 10) 

Dies ist aber nach (6) das Verhältnis, in welchem jeweils die in den Kreis K 
fallende Sehne TU durch den Berührungspunkt C geteilt wird, d. h. die zu unter- 
suchende Kurve wird vom Durchmesser TqUo in C,, berührt. 

Nun ist aber z N T C — n t, somit 



Bogen NC =2.r.nt = 



np 



(11) 



n + 1 

Bogen CoN = R . t = — °-^, . t 
^ " n -|- 1 

die Bögen N C und Co N sind also gleich lang. Beschreibt man daher auch über T« Co 
als Durchmesser einen Kreis (dessen Radius ebenfalls r ist), und lässt diesen auf dem 
Kreise um mit Co rollen, ohne dass ein Gleiten des einen Kreises auf dem andern 
stattfindet, so wird, wenn der Kreis um Mo in die Lage des Kreises um M gekommen 
ist, der Punkt Co nach i) gelangt sein, d. h. die von unsrer beweglichen Ge- 
raden umhüllte Kurve ist identisch mit derjenigen Kurve, welche der 
Punkt Co beschreibt, wenn der Kreis um Mo mit Radius MyC. auf dem- 
jenigen um mit OCq rollt; diese Kurve ist also eine Epicykloide und 
zwar ist das Verhältnis des Radius des Bahnkreises zum Radius des 
rollenden Kreises 

R:r = -^ : ^.-\- .r = 2n : 1. (12) 

n + 1 2 (n 4- 1) 

Was nun den allgemeinen Verlauf dieser Epicykloide betrifft, so ist vor allem 
durch vorstehendes nachgewiesen, dass für jeden Kurvenpunkt C die Normale CN 
durch den jeweiligen Berührungspunkt N zwischen Bahnkreis und 
Rollkreis geht, die Tangente CT dagegen durch den zweiten End- 
punkt T des durch diesen Berührungspunkt gehenden Durchmessers 
des rollenden Kreises. 

Von den verschiedenen Lagen der beweglichen Geraden interessieren besonders 
diejenigen, welche Durchmesser und diejenigen, welche Tangenten an den Kreis K 
sind. Die ersteren ergeben sich, wenn der Winkel OTU = (Anfangslage), = 180^ 
oder gleich einem ganzen Vielfachen von 180" ist, d. h. wenn nt = p . IHO*^, 
wobei p eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, oder wenn 

180 o 90" .... 

t = p . = 2 p (Li) 

*^ n n 

Die tangentielleu Lagen der Geraden L erhält man, wenn z OTU = !)0^, 

:^ 270", = 450" , d. h. wenn ^ - ' 

11 1 =:: p . 180 " - 90 " = (2 p — 1) 1)0 •• 

oder t = (2 p- 1) -^^- (U) 



I 

» 
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Die bewegliche Gerade wird also Durchmesser des Kreises K, so oft t gleich einem 

90« 
geraden Vielfachen von und sie wird Tangente an K in den Zwischenlagen, in 

welchen t gleich einem ungeraden Vielfachen dieses Winkels ist. 

Aus dem ganzen Bewegungsgesetz ist ausserdem ohne weiteres ersichtlich, 
dass eine der ersten in Beziehung auf ToU^ symmetrische Umhüllungskurve entsteht, 
wenn von dieser Anfangslage T« üo aus sowohl die Drehung von L als auch das Fort- 
schreiten des Drehpunkts T auf dem Kreis K im entgegengesetzten Drehungssinn ausgeführt 
wird, oder mit andern Worten, wenn die ursprüngliche Bewegung über die Anfangslage 
hinaus nach rückwärts fortgesetzt wird. Ebenso entsteht offenbar genau dieselbe 

Kurve, wenn irgend eine andere diametrale Lage T^ 0, T^j der Geraden L als 

Anfangslage gewählt und von ihr aus die Bewegung nach beiden Richtungen hin aus- 
geführt wird. 

Die Punkte C«, C^, Cg , in welchen die diametralen Lagen durch die 

Kurve berührt werden, sind aber jedenfalls solche Punkte, in welchen die Kurve dem 

Mittelpunkt am nächsten kommt, denn die Durchmesser ToUo, TiUj, T2U2 

sind die grössten Werte, welche die Länge der Sehne erreichen kann, somit sind 

T U 
auch To Co = Ti Ci = Tg Cg = ^ " "^ Maxima und da diese Strecken direkt gegen 

den Mittelpunkt gerichtet sind, so kann die Kurve in keinem anderen Punkte dem 
Mittelpunkt ebenso nahe kommen; da ausserdem diese Lagen der Geraden in Co, Cj, 

C, beiderseitig in symmetrischer Weise berührt werden, so sind diese Punkte 

Rückkehrpunkte oder Spitzen der Kurve. 

In denjenigen Lagen, in welchen die bewegliche Gerade L Tangente an den 
Kreis K ist, fallen die jeweiligen Punkte T und U zusammen, die Sehne T U wird = 0, 
und somit auch ihr (2 n + 2)^*"' Teil T C, es fällt also auch der Kurvenpunkt C mit T 

und U zusammen. In diesen Punkten, welche mit Sj, Sg bezeichnet sein sollen, 

wird also die Peripherie von K durch die Kurve berührt und da auch von diesen 
Punkten aus die Bewegung nach vor- und nach rückwärts genau in derselben Weise 

sich vollzieht, so sind auch OS^, OSg Symmetralachsen der Kurve; die 

Punkte Si, Sg heissen die Scheitel der Kurve, in ihnen entfernt sich die- 
selbe am weitesten vom Mittelpunkt 0, der Kreis K heisse der Scheitelkreis. 

Die Epicykloide besteht aus einer Anzahl von symmetrischen 

und unter sich kongruenten Ästen, deren jeder einen Zentriwinkel 

180« 

von umspannt. 

n *^ 

Während also der Drehpunkt T der Geraden L den Umfang des Scheitel- 
kreises K einmal durchläuft, entstehen so viele Aste der Kurve, sovielmal der 

180 « 

Winkel in 360® enthalten ist; diese Zahl heisse m, so dass 

n ' 

m . — = H60 oder m = 2 n (15) 

n 

Ergiebt sich hierbei m als ganze Zahl, d. h. ist der Drehungskoefflzient n 
selbst eine ganze Zahl oder nur mit dem Nenner 2 behaftet, so fällt Tm mit Ty zu- 
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sammen; die Epicykloide kehrt nach einem Umlauf um in sich selbst zurück und 
besteht aus (2n) einzelnen Asten. 

Ist n irgend eine rationale Zahl, also z. B. n == — , wobei p und q ganze 
Zahlen, die nicht weiter vereinfacht werden können, so ist m =: 2n = — : es ist also 

360 = ^ . -M oder q . 360 = 2p . i^; (16) 

q n ^ n ' ^ ^ 

dui'chläuft also der Drehpunkt T den Umfang des Scheitelkreises q mal, so kehrt die 
Epicykloide in sich zurück und besteht bis dahin aus (2 p) Asten. (Ist q eine gerade 

Zahl, so lassen sich die Zahlen q und 2p noch vereinfachen, somit auf -|J Um- 
gänge p Äste.) 

Ist endlich n, und damit auch m, irrational, so besteht die Epicykloide aus 
unendlich vielen Ästen, ohne je in sich selbst zurückzukehren; sie füllt gewissermassen 
die ganze Fläche zwischen Bahnkreis und Scheitelkreis aus, derart, dass jeder inner- 
halb dieses Kreisringes gelegene Punkt zweimal von der Kurve passiert wird. 

In Fig. 1 ist n = 1 „ :^ « angenommen, es verhält sich also T C : C U — 1 : 
(2n + 1) = 1 : 3^ = 3 : 11, die Radien des Bahnkreises und des rollenden Kreises sind 



R 



3 
M_^ __ 4 ^^ „ , ,. _ p 3 



= — r-r = 7f P und r ^= ^ * , ^ = f. p, somit R:r = 8:3; der jedem 
n + 1 7 * 2 (n + 1) ^4 

IQQO 

Kurvenast zukommende Zentriwinkel Co OCj, C, OC« ist = 135^*, die Epi- 

cykloide kehrt nach 3 Umläufen um in sich zurück und besteht aus 8 Asten, 
entsprechend der Thatsacbe, dass 3 Umfange des Bahnkreises gleich 8 Umfangen des 
rollenden Kreises. 

Um auf die weiteren Eigenschaften der Fig. 1 zurückzukommen, verlängere 
man C N bis zum zweiten Schnittpunkt N' mit dem Bahnkreis und ziehe ausserdem N' 
und OU, so ist 

^ U T = T U (da /\ T U gleichschenklig) 

ebenso zON'N = ONN' = CNT, 

folglich mit anderen Buchstaben: 

/OUC + ON'C ^ CTN f CNT ^ IR; 

da aber auch z N' C U = 1 R, so ist 

/OUC + ON'C + N'CU =: 2R (17) 

d. h. die drei Punkte N', und U liegen in einer geraden Linie. 

Beschreibt man über N'U als Durchmesser einen Kreis, so geht auch dieser 
durch C, da z N' C U ein Rechter, und da der Durchmesser dieses Kreises 
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so ist sein Halbmesser 

M'N' = 



' _ 2n_+_l 
" 2n + 2 P 



(18) 



Des weiteren sind die Zentriwinkel 

zCM'N' = NON' = 2. OUT = 2nt 
und /C,ON' = C0ON + NON' =(2n-|-l)t 

somit ergeben sich die Längen der Kreisbögen 

2n(2n+ 1) 



(19) 



Bogen CN' = 2nt.r' 



und Bogen C, N' = (2 n + 1) t R = 



2n + 2 
_ n(2n + l) 



n + 1 






(20) 



Es sind also auch die Bögen GN' and G,N' gleich lang; beschreibt man daher 
über C, Ug als Durchmesser einen Kreis (dessen Badius ebenfalls r') und lässt diesen 
ohne Gleiten auf dem bisherigen Bahnkreis rollen, so gelangt auch durch diese Be- 
wegung der Punkt ü, nach G, sobald der Kreis um M«' in die Lage des Kreises 
um M' gekommen ist; es ist somit auch die durch Rollen des Kreises mit Radius r' 
auf dem Kreis mit Radius R entstehende äussere Hypocykloide identisch mit 
der Umhüllung unsrer beweglichen Geraden, d. h. auch mit der v,oi'betrachteten 
Epicykloide. 

Fig. 2 stellt den Fall dar, dass die Fortbewegung des Drehpunkts T der be- 
weglichen Geraden L auf dem Umfang des Kreises K und die relative Drehung von L 
gegen den jeweiligen Radius T nicht in demselben Drehnngssinn ausgeführt werden ; 
die Buchstaben der Figur haben dieselbe Bedeutung wie in Fig. 1, die Entwicklung 
ist ebenfalls genau dieselbe, es mögen daher hier nur in Kürze die Resultate zu- 
sammengestellt werden. 

Von der Anfangslage To Uo aus bis zu einer ersten Lage T U habe der Dreh- 
punkt T einen Kreisbogen TgT vom Zentriwinkel TjOT = t durchlaufen, bis zu einer 
zweiten Lage T' U' den Bogen T, T' vom Zentriwinkel T„ T' = t + A t, die Gerade L 
hat sich dann im entgegengesetzten Sinne gegen die Radien TO und T'O um Winkel 
gedreht, welche diesen Zentriwinkeln proportional sind: 



Z OTÜ : ToOT = OT'U' : T^OT' 

Setzt man den Wert dieser beiden Verhältnisse = v, so ist 

zOTU = v.TjOT = v.t 

/ OT'U' — V . ToOT' = V . (t 4- At) 



(1*) 



1 
i 



(2*) 



Ist wieder (j der Radius des Kreises K (des späteren Scheitelkreises), so 
ergiebt sich 

Bogen ToT = p.t ) 



Bogen ToT' = p . (t + A t) 



also Bogen TT' = p . At (3*) 



Andrerseits, da der Peripheriewinkel VTU = (v 
VU = 2 (v — 1) f,t, Bogen UoV = TjT = f-t, daher 



1) t, so ist der Bogen 
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Bogen Uoü = (2v 

ebenso Bogen UoU' = (2v 

also Bogen ÜU' = (2v 



l)pt 

l)p(t-f- At) 
1) p . A t 



Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke TC'T' nnd U'C'U folgt: 
TC':C'U' = TT':ÜU' 



(4*) 



(5*) 




Fig. 2. 

Für den Grenzfall, dass A t unendlich kleiu, rückt der Schnittpunkt C in den 
Berührungspunkt C, T' nach T, U' nach U und da wieder das Verhältnis der Sehnen T T' 
und UU' durch dasjenige der Bögen ersetzt werden darf: 

TC:CÜ = TT':ÜU' -— p . At : (2v — 1) p . At oder 
TC: CU = l:(2v — 1) 

TU \ (6*) 



also T C = 



2v — 2 
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Man erhält also auf der Geraden L den Berührungspunkt C, 
indem man die SehneTU ausser lieh imVerhältnis l:(2v — 1) teilt oder 
indem man auf der Rückwärtsverlängerung von TU den (2v — 2)**^" Teil 
dieser Sehne abträgt. 

Errichtet man auf der Kurventangente T ü im Berührunpspuukt C das Lot C N, 
so schneidet diese Eurvennormale den verlängerten Radius OT in N und es ist 

TN : TO = TC : TD = 1 : (v — 1) (7*) 

Beschreibt man über TN als Durchmesser einen Kreis, der dann wieder 
durch C geht, und um einen solchen mit ON und setzt deren Radien MN = r 
und ON = R, so ist: 



TN 1 

r:p--^:TO= .^ : (v - 1) 



2 



und R ^ p -f 2r = ^^y (9*) 

Schneidet der Kreis um mit ON die Anfangslage L^ in Co, so verhält sich 

ToCoiCoUo = 2r:(2p + 2r) =^ l:(2v-l) (10») 

Somit ist nach (6*) C„ derjenige Punkt, in welchem die Anfangslage ToU« 
von der ümhüUungskurve berührt wird. 

Nun ist der Peripheriewinkel NTC = vt, also 



V 

Bogen NC =:2r.vt= — — y p t 

V 

Bogen C^N = Rt = — -^y pt 



(11*) 



Die zu untersuchende Enveloppe ist also identisch mit der 
Hypocykloide, die durch Rollen des Kreises mit Radius MoCt, auf dem 
Kreis mit Radius OCo entsteht; Bahnkreis und erzeugender Kreis 
haben das Radienverhältnis 

ß = r = ^4^:^^fy = 2v:l (12*) 

Auch bei den Hypocykloiden erhält man für jeden Kurven- 
punkte dieNormaleCN als Verbindungslinie vonC mit dem jeweiligen 
Berührungspunkt N zwischen Bahnkreis und Rollkreis und die Tangente CT 
durch Verbindung mit dem Gegenpunkt dieses Punktes N in Beziehung 
auf den rollenden Kreis. 

Diejenigen Lagen der beweglichen Geraden L, welche Durchmesser des Kreises K 
sind, treten auf, so oft 

180 ,, 90« ,.o*. 

t = p.-- = 2p.--; (13*) 
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dagegen wird die Gerade L Tangente an K, so oft 

t = (2p-l)^ (14*) 

Die diametralen Lagen von L liefern die am weitesten vom Mittelpunkt 

entfernten Kurvenpunkte Co, C„ Cg , welche Rückkehrpunkte oder Spitzen 

sind, die tangentiellen Lagen liefern die dem Mittelpunkt näcbstgelegenen Scheitel S,, 
Sjj ; sowohl die diametralen Lagen von L, als* auch die nach den Scheiteln ge- 
zogenen Durchmesser OSi, OSg sind Symmetralachsen der Hypocykloide. 

Die einzelnen kongruenten Äste, aus denen sich demnach die Hypocykloide 

180« 
zusammensetzt, umspannen Bögen, deren Zentriwinkel je gleich ; ist also 

|y. . :!^ = 360 oder |i = 2v (15*j 

und es ergiebt sich [t als ganze Zahl, was der Fall ist, wenn v selbst eine ganze Zahl 
oder nur mit dem Nenner 2 behaftet ist, so kehrt die Hypocykloide nach einem Umlauf 
um in sich zurück und besteht aus (2 v) Ästen ; ist v keine ganze Zahl, aber rational 

von der einfachsten Form — , so kehrt die Hypocykloide nach q Umgängen um in 

sich zurück und hat bis dahin (2 p) Aste durchlaufen (oder bei geradem q nach -~ Um- 
gängen p Äste); ist endlich wieder v irrational, so kehrt die Kurve nicht in sich 
selbst zurück. 

In Fig. 2, bei welcher v = 2 ^^ = ^ angenommen ist, verhält sich T C : C U = 1:4 

TU 
und es ist TC = ~ö~5 ^^^ Radien von Bahnkreis und von rollendem Kreis sind 

K — TT P und r =• ^y somit R = 5 r: die Zentriwinkel der einzelnen Äste sind — =^ 72^. 

die Hypocykloide schliesst sich nach 5 Asten und hat dann einen Umgang um O 
zurückgelegt. 

Verlängert man des weiteren NC bis zum zweiten Schnittpunkt N' mit dem 
Bahnkreise und zieht ON' und OU, so ist wieder 

ZOUC + ON'C + N'CU = 2R (17*) 

d. h. UON' ist eine gerade Linie. 

Der über N'U als Durchmesser beschriebene Kreis geht durch C und hat 
einen Halbmesser 

MXM-r- 2 - f + 2{v — 1) "^ 2v — 2 '^ ^ ^ 
Die Zentriwinkel der Bögen CN' und C^N' sind: 

zCM'N' = NON' = 2.0TU = 2vt | ..^^ 

und zCoON' = NON'-ToOT- (2v — l)t ) ^ ^ 
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somit ergeben sich diese Kreisbügen 

Bogen CN' = 2vt .r' := 

Bogen C„N' =- (2 V — 1) t . R = 



2v(2v 


-1) 


P 


.t 
.t 


2v- 

v(2v- 


-2 

-1) 


V — 


1 



(20*) 



Es sind also auch diese zwei Bögen einander gleich. Die zu untersuchende 
Umhüllungskurve ist also auch identisch mit der Hypocykloide, die entsteht, wenn der 
Kreis mit Durchmesser üo Co auf der inneren Seite des Kreises mit Radius C„ rollt, 
wobei übrigens zu beachten ist, dass, wenn die Hypocykloide bei den beiden Erzeugungs- 
arten in derselben Richtung durchlaufen werden soll, jetzt die beiden rollenden Kreise 
mit den Radien r und r' sich vom Anfangspunkt Cq aus nach entgegengesetzten Seiten 
bewegen müssen. 

Diese an Fig. 2 nachgewiesene Identität zweier inneren Hypocykloiden, sowie 
die aus Fig. 1 abgeleitete Identität einer Epicykloide mit einer äusseren Hypocykloide 
lassen sich zusammenfassen in folgenden Satz: 

Liegen die Mittelpunkte dreier Kreise auf einer Geraden und 
wird jeder der drei Kreise von den beiden andern berührt (Fig. 3), so 
erzeugen je zwei derselben durch Rollen auf dem dritten kongruente 
Cykloidalen. 

Zunächst ist zu konstatieren, dass die für Fig. 1 aufgestellten Grleichungen (1) 
bis (20) in völliger Übereinstimmung stehen mit den aus Fig. 2 abgeleiteten 
Gleichungen (1*) bis (20*), da die letzteren aus den ersteren erhalten werden, wenn 
in diesen der Grösse n der Wert (— v) beigelegt wird entsprechend dem entgegen- 
gesetzten Sinn, in welchem bei der Fig. 2 die Drehung der Geraden L gegen den 
Radius TO ausgeführt wird, wobei übrigens durchweg festzuhalten ist: 

1. dass alle positiv sich ergebenden Winkel und Kreisbögen in demselben 
Drehungssinne zu nehmen sind, in welchem sich der Drehpunkt T auf dem Kreise K 
bewegt, alle negativen im entgegengesetzten Sinne, dass also insbesondere durch den 
Drehungskoefflzienten n die relative Drehung der Geraden L gegen den Radius TO 
nicht nur der Grösse, sondern durch sein Vorzeichen auch dem Drehungssinne nach 
richtig angegeben wiid, 

2. dass auf der beweglichen Geraden L die positive Richtung stets diejenige 
von T gegen U hin bedeutet; 

3. was dann noch die aus den Formeln (8), (9) und (18) sich ergebenden Radien 
betrifft, so ist zu beachten, dass die Formel (9) mit (— v) statt n denselben Bahnkreis- 
radius ergiebt wie die Formel (9*), während Formel (8) für r denselben Wert aber 
mit entgegengesetztem Vorzeichen liefert wie Formel (8*); eine Cykloidale, für 
welche aus den Formeln die Radien von Bahnkreis und von rollendem 
Kreis sich mit gleichem Vorzeichen ergeben, ist demnach als Epi- 
cykloide, bei entgegengesetztem Vorzeichen als Hypocykloide auf- 
zufassen; dementsprechend ist die Formel (18) dahin zu modifizieren, dass die Hypo- 
cykloide mit dem durch (18) gegebenen Radius r' zu ersetzen ist durch eine Cykloidale 
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen für den Radius des rollenden Kreises. 

Unter diesen Voraussetzungen sind die für Fig. 1 abgeleiteten Formeln für 
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beide Figuren ausreichend und sollen daher allgemeine Giltigkeit haben. Die 3 Formeln 
für die Radien lauten demnach: 

^ P 2 n ^ 



R = 






n + 1 

f _ 
2(n + l) 
2n + 1 
2n + 2 



P = 



1 
2nT2 '^' 
— 2n — 1 



P 



(«) 



(21) 



2n + 2 

Die zu untersuchende Umhüllungskurve unsrer beweglichen Geraden ist altso 
identisch mit einer Cykloidalen, die entweder durch Rollen eines Kreises mit Radius r 

aus (8) oder durch Rollen eines solchen mit 
Radius r' aus (21) auf dem für beide Erzeuguugs- 
arten gemeinsamen Bahnkreis mit Radius R aus (9) 
entsteht, wobei gleiche Vorzeichen der Halbmesser 
von Bahn- und von Rollkreis eine Epicykloide, 
entgegengesetzte Vorzeichen dieser Radien eine 
Hypocykloide bedeutet. 

Mit dieser Auffassung lässt sich der Satz 
auf Seite 11 kürzer so ausdrücken: 

Ist die algebraische Summe der 
Radien dreier Kreise gleich Null (r^ + r^, 
-f- Tj = in Fig. 3), so entstehen durch 
Rollen von je zweien derselben auf dem 
dritten kongruente Cykloidalen. 

Die folgende Tabelle soll eine Übersicht 
geben, in welcher Weise sich die drei durch 
(9), (8) und (21) ausgedrückten Radien ändern, wenn der relative Drehungskoeffizient n 
die verschiedenen Werte von (+ oo) bis (— oo) annimmt. 




Fig. 3. 



positiv 

+ 00 >n >0 




positiv, 
kürzer als p 



negativ, 
länger als K 



a 



0>n>(-J) ' »««**»'• 



kürzer als y 



(-^)>n>(-l) 



negativ, 
länger als p 



positiv, 
länger als R 

positiv, 
zwischen B. und 



A 

o 



negativ 



positiv, 
zwischen und 



U 
2 



(- 1) > n X- OD) 



positiv, 
länger als p 



negativ, 

■R 

zwischen und 



negativ, 
zwischen - — und R 
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Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, dass positive Werte des Drehnngskoeffizienten 
durchweg mit r Epicykloiden, mit r' äussere (den ersteren kongruente) Hypocykloiden 

liefern, negative Werte zwischen und (— ö) umgekehrt mit r äussere Hypocykloiden, 
mit r' Epicykloiden; negative Werte des Drehnngskoeffizienten zwischen (— - ) und 

( — 1) sowohl, als auch zwischen (— 1) und ( — oo) liefern stets innere Hypocykloiden. 
Ihrer Entstehungsart als Rollkuren nach lassen sich also die sämtlichen 
Cykloidalen in 4 Gruppen gliedern, nämlich 

I. Epicykloiden, 

II. innere Hypocykloiden, bei denen der Radius des rollenden Kreises kleiner 
ist als der halbe Radius des Bahnkreises, 

III. innere Hypocykloiden, bei denen der Radius des rollenden Kreises grösser 
als der halbe und kleiner als der ganze Radius des Bahnkreises, 

IV. äussere Hypocykloiden, d. h. solche, bei denen der Rollkreis grösser als der 
Bahnkreis. 

Wird nur die äussere Form dieser Rollkurven in Betracht gezogen, so 
reduzieren sich diese vier Gruppen auf zwei, da jedes Individuum der I. Gruppe 
identisch ist mit einem solchen der IV. Gruppe, ebenso wie jedes Individuum der 
II. Gruppe in der III. Gruppe ein mit ihm identisches findet. 

Soll also nur der Verlauf dieser Kurven untersucht werden, so genügt es, 
wenn zwei von diesen vier Gruppen behandelt werden, also z. B. die eigentlichen 
Epicykloiden mit ungleich wendiger Berührung zwischen Bahnkreis und rollendem Kreis 
und diejenigen inneren Hypocykloiden mit gleichwendiger Berührung jener zwei Kreise, 
bei denen der Durchmesser des Rollkreises kleiner ist als der Halbmesser des Bahnkreises. 

Es liegt nun der Gedanke nahe, dass jedem beliebigen positiven Werte Uj des 

Drehnngskoeffizienten ein negativer Wert Ug zwischen und (— y) zugeordnet werden 

könne, welcher, selbstverständlich bei demselben Scheitelkreis, dieselben Rollkurven 

liefert wie n^, ganz ebenso jedem Werte von n^ zwischen ( — -^ j und (— 1) ein solcher 

Wert n, zwischen (— oo) und (— 1); es müssten z. B. in erster Linie Uj und n, zwei 
Bahnkreisradien Rj und Rg liefern, welche gleiche absolute Länge, aber entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben, d. h. R, = — Rg oder 

^ — * , woraus sich die Bedingung ergiebt: 



Hl + 1 n, -t- 1 

n, + n2 + 2ning = (22) 



1 rkn/-kvin/\ vk —^ Z 



oder Uo = -^ : -:. , ebenso n. = ^ t^ (23) 

^ 2 n, + 1 ' * 2 Ug + 1 ^ 

In der That entsprechen dann dem Werte n, die beiden Rollkreisradien 

r. 11«^ ^ i — V 1 I / ,. TwrH\xr*iirxA « — L ^[q ^eideu 



Radien r« = c^ ^ c t • P und rJ — ,. — , o • P ergiebt. 
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Dass die beiden Werte von n^ und n^ sich jeweils in den angegebenen Grenzen 
bewegen, ist unschwer aus den Formeln (22) und (23) zu bewahrheiten. 

Auch aus Fig. 1 ist 
leicht nachzuweisen, dass 
durch einen Drehungskoef- 
fizienten Ug = ~^ , die- 

2n + 1 

selbe ümhttllungskurve er- 
zeugt wird wie durch n, denn 
die Vertauschung von n gegen 
n, bedeutet nichts anderes 
als eine verschiedene Auf- 
fassung der beweglichen Ge- 
raden L in der Weise, dass 
an Stelle von T jetzt der 
Punkt U als Drehpunkt auf- 
tritt, wodurch auf L die 
positive Richtung von U 
nach T hin zu nehmen ist. 
Der Weg des Drehpunkts 
von der Anfangslage Lq bis 
zur Lage L ist jetzt üo U, an 
Stelle von t tritt z üo U 
= (2 n 4- 1) t, während sich 
L gegen den Radius UO 
um den Winkel OUT -= 
— OTU = (— nt) gedreht 
hat; der dieser Auffassung 
entsprechende Drehungs- 
koefftzient ist also ng = 
OUT — n 

U,0ü = 2T+T'''^'^^^^' 
der Berührungspunkt zwi- 
schen L und der Enveloppe 
wird nach (6) erhalten, in- 
dem jetzt von U aus auf 
UT der (2n8 -f- 2)^« Teil 
der Sehne abgetragen wird, 

d. h. UC = ^ ^^ ^ 

2n, -h 2 
2n + 1 

= 2n + 2 ■ ^'''' ^^^ ^^^^' 
bar in Einklang steht mit 

TC =r - TU 

2n + 2-^^- 




Fig. 4. 




Fig. ö. 



nw^R^^^^>^P9"i^^S^ 
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I 

Ptlr Fig. 2 wird n. = ^-^, d. h. ÜC = ^^^ = l'^ll '^"^ 

= 2 V Z 2 • ^'^^ entsprechend T C = 0^ — 2 * ^'^' 

Wie bei der doppelten Erzeugung der inneren Hypocykloide durch Eollen 
zweier verschiedenen Kreise auf demselben Bahnkreis (vgl. Seite 11), so ist auch für 
ihre Umhüllung durch Geraden mit verschiedenen Drehungskoeffizienten zu beachten, 
dass, wenn die Hypocykloide durch beide Gerade in derselben Folge umhüllt werden 
soll, die beiden Drehpunkte T und U den Scheitelkreis in entgegengesetztem Sinne 
durchlaufen müssen. 

Bezüglich der verschiedenen Erzeugungsarten der Epi- und der Hypocykloiden 
lassen sich die gewonnenen Resultate, wie folgt, zusammenstellen: 

Jede Cykloidale kann als Rollkurve auf doppelte Art erzeagt 
werden durch Rollen zweier verschiedener Kreise auf demselben 
Bahnkreis und zwar erzeugen zwei Kreise von den Radien r^ und r^ durch Rollen 
auf einem Bahnkreis vom Radius R kongruente Kurven, wenn die algebraische Summe 
dieser drei Radien gleich Null ist, d. h. 

R + r^ + r, = 

Andrerseits kann jede Cykloidale auch als Umhüllungskurve 
einer rotierenden Geraden, deren Drehpunkt aut dem Umfang eines 
Kreises fortschreitet, in doppelter Weise erhalten werden und zwar 
ergeben sich bei demselben Scheitelkreis vermittelst zweier Drehungskoeffizienten n, 
und Ug kongruente Enveloppen, wenn 

Uj + ög + 2 Uj Uj = 0. 

Der Zusammenhang zwischen diesen beiden verschiedenen Erzeugungsarten 
besteht darin, dass das die erste Erzeugung bestimmende Verhältnis des 
Radius des Bahnkreises zu demjenigen des rollenden Kreises stets 
das Doppelte des relativen Drehungskoeffizienten der der zweiten 
Erzeugungsart zu Grunde liegenden Bewegung ist. 

Die Figuren 4 und 5 geben Beispiele der Darstellung von Cykloidalcn als Umhüllnngskurven. 
Fig. 4 zeigt eine zweiastige Epicykloide; das Radienverhältnis ist ii : r = 2 : 1, der relative Diebungs- 
koeffizient demnach = l zu nehmen; dies ist dadurch erreicht, dass mit (R + 2r) = SiR der Scheitel- 
kreis beschrieben ist, der in 48 gleiche Teile geteilt wird, die Anfangslage ißt der Durchmesser 
von nach 24, die einzelnen Lagen der beweglichen Geraden sind die Verbindungslinien der Teil- 
punkte 1 und 27, 2 und 30, 8 und 33 u. s. f., die Punkte 12 und 36 sind die zwei Scheitel der Kurve. 

Fig. 5 ist eine vierastige Hypocykloide, die sogen. Astroide oder Sternkurve; R : r = (— 4), 

R 
demnach n = (—2), der Scheitelkreis mit dem Halbmesser -^ ist in 82 gleiche Teile geteilt, Anfangs- 

tt 

läge ist der Durchmesser von nach 16, die folgenden Lagen gehen von 1 nach 18, von 2 nach 10, 
von 3 nach 7, die nächste Lage ist die Tangente in 4, dann von 5 nach 1, 6 nach 30 u. s. f., die 
Teilpunkte 4, 12, 20 und 28 sind die 4 Scheitel der Kurve. 

In beiden Figuren 4 und 5 erhält man für eine beliebige Lage TU der umhüllenden Geraden 
den Berührungspunkt C mit der Cykloidalen, indem man den Radius O T zieht und von dessen Schnitt- 
punkt N mit dem Bahnkreis das Lot N C auf T ü fällt. 
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Die gemeine Cykloide. 

Die gemeine Cykloide mit geradliniger Bahn kann in erster Linie angesehen 
werden als besonderer Fall einer Epicykloide oder einer Hypocykloide, bei welcher 
der Radius des Bahnkreises, und somit auch derjenige des Scheitelkreises, unendlich 
lang ist, und es können daher für die Cykloide, eventuell mit entsprechender Modi- 
fikation, alle für die Cykloidalen abgeleiteten Eigenschaften beansprucht werden, ins- 
besondere der Satz, dass man (Fig. 6) die Normale CN in einem Cykloidenpunkt C 
erhält, wenn man von diesem nach dem jeweiligen Berührungspunkt N zwischen Bahn 
und rollendem Kreise zieht und die Tangente als Verbindungslinie des Kurvenpunktes C 
mit dem zweiten Endpunkt T des durch diesen Berührungspunkt gehenden Durch- 
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messers des rollenden Kreises. Hieraus geht hervor, dass z. B. bei gleichförmigem 
Vorwärtsschreiten des Rollkreismittelpunktes M und damit auch des Scheitelpunktes T 
der Kreisbogen NC, der ja stets gleich der zurückgelegten Wegstrecke C^N sein rauss, 
gleichmässig wächst; es wächst also auch der darüberstehende Peripheriewinkel NTC 
gleichmässig, es kann somit auch die gemeine Cykloide aufgefasst werden 
als Umhüllungskurve einer Geraden, die sich um einen ihrer Punkte 
dreht, während zugleich dieser Drehpunkt mit einer der Drehung der 
Geraden stets proportionalen Geschwindigkeit auf einer geraden Linie 
fortschreitet. 

Umgekehrt lässt sich auch aus dieser Definition, wenigstens für Schüler, die in 
der Trigonometrie über den Sinus-Satz des ebenen Dreiecks verfügen, in einfacher 
Weise der Charakter der Enveloppe als Rollkurve nachweisen. 

Es sei ToT (Fig. 6) die Gerade, auf welcher sich der Drehpunkt T der be- 
weglichen Geraden fortbewegt, eine hiezu senkrechte Gerade T^U« sei Anfangslage, 
TU und T'U' zwei beliebige Lagen derselben, die sich in C schneiden; sind dann t 
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und (t + A t) die Winkel , um welche die Lagen L und L' gegen Lo gedreht sind, 
so muss sein 



ToT = at 



} somit TT' = a. At, (24) 



ToT' = a(T + At) 

wobei es unbenommen bleibt, die Gerade L sich gleichmässig bewegen zu lassen und 
diejenige Zeit, in welcher sie sich um den Winkel 1 (57^ 17' 44,8") dreht, als Einheit 
zu wählen; es bedeutet dann z die Anzahl Zeiteinheiten und a den vom Drehpunkt in 
der Zeiteinheit zurückgelegten Weg. Die verschiedenen Winkel in Fig. 6 sind nun: 

ZVTÜ = T, z V'T'Ü' = t + At (25) 

ZTC'T' = At, zC'T'T =90 — (T + At) (26) 

Mit diesen Werten ergiebt der Sinussatz für das Dreieck TC'T': 

TC : TT' = sin C'T'T : sin TC'T' :;= cos (t + At) : sin At 

«, ^, a . A T . cos (t + A t) , , /v X A T ,rt_. 

woraus TC = -. — ^—^ ^ = a cos (t + At) . — — ^-— (27) 

sin At ^ ' ^ sin At ^ ^ 

Der Schnittpunkt C zwischen L und L' rückt in den Punkt C, in welchem 

die ümhüUungskurve von der Lage L berührt wird, wenn L' sich unendlich wenig 

von L unterscheidet, d. h. wenn At unendlich klein; in diesem Fall wird aber nach 

At 
dem im Vorwort angeführten Hilfssatz Lim -^tt — = 1, Gleichung (27) geht also 

über in 

TC = a cos T (28) 

Errichtet man auf der Tangente T C im Berührungspunkt C das Lot C N, und 
schneidet diese Eurvennormale die TV in N, so ist 

TP 

TN = -^^^ = a (29) 

cos T ^ ^ 

und wenn über TN als Durchmesser ein Kreis beschrieben wird, so geht dieser wegen 
des rechten Winkels TON durch C, der Kadius des Kreises ist 

MN = r = -|- (30) 

der Zentriwinkel NMC = t = 2NTC = 2T (31) 

somit Bogen NC = ^ . 2t = aT = ToT = CoN (32) 

Beschreibt man also auch über TqCo als Durchmesser einen (mit dem ersten 

gleichgrossen) Kreis und lässt diesen ohne (rleiten auf der geradlinigen Bahn CoCj 

rollen, so wird, wenn der Kreis um Mo in die Lage des Kreises um M gekommen sein 

wird, der Punkt Co nach C gelangt sein, d. h. unsre Umhüllungskurve ist 

identisch mit einer gemeinen Cykloide, und es ist hierdurch auch für die 

Cykloiden bewiesen, dass Normale und Tangente in einem Kurvenpunkte C 

derselben nichts anderes sind als die geraden Verbindungslinien von C 

mit Berührungspunkt und Scheitelpunkt der jeweiligen Lage des 

rollenden Kreises. 

3 
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Die Gerade L steht senkrecht zur Bahnlinie, so oft 

t = p . 180 » = 2 p . 90 • (33) 

and sie ist derselben parallel oder fällt mit T^T zusammen, so oft 

T = (2p-l).90« (34) 

Dorch die ersteren Lagen entstehen die Rückkehrpnnkte oder Spitzen C«, 
C, , wobei z = 2 p . 90 ", also 



it 



CoCp = a. 2p. 900 ^ 2r.2p.-g- = p.2xr 



(34) 



d. h. die Strecken CoC, = C^Cg = CgCg sind jede gleich 2 7cr, oder gleich 

dem Umfang des rollenden Kreises; die parallelen Lagen von L ergeben die Scheitel Sj, 

Sg ; die Gerade, auf welcher der Drehpunkt fortschreitet, ist gemeinsame 

Scheiteltangente aller einzelnen Äste der Cykloide. 

Auch dieser Beweis lasst sich ohne Schwierigkeit auf Epi- und auf Hypo- 
cykloiden anwenden, indem in den Figuren 1 und 2 für die Dreiecke TC'T' der 
Sinussatz angeschrieben und dann zum Grenzfall übergegangen wird, doch glaubte ich 
zunächst im allgemeinen den in dem schon im Vorwort erwähnten Kiepert'schen Auf- 
satz angedeuteten Weg einschlagen zu sollen, da hierdurch noch weniger Vorkennt- 
nisse erforderlich wurden als durch diesen trigonometrischen Beweis. 



4 





Fig. 7. 



Fig. 7 stellt eine Cykloide als Enveloppe dar: in einem Abstand gleich dem Durchmesser des 
rollenden Kreises (3 cm) sind zwei Parallele gezogen, auf der einen, der Scheiteltangente, ist des 

öfteren eine Strecke gleich dem zwölften Teil des Umfangs dieses Kreises (—^ = 0,785 cm j abgetragen; 

die Anfangslage ist senkrecht zu den beiden Parallelen, die Lage durch den ersten Teilpunkt macht 
mit denselben einen Winkel von 75 ^ die 2te 60, die 3te 45, die 4te 80, die 5te 15 «, die 6te fäUt mit 
der Scheiteltangente zusammen, die 7te macht 15 ° nach der anderen Seite hin u. s. f. Hat man ausser 
einer Reisschiene ein Schiebedreieck mit Winkeln von 45 ^ und ein zweites mit 30 und 60 ^ zur Ver- 
fügung, so lassen sich alle diese Linien ohne weiteres ziehen, indem 75^ als (45 + 30) und 15^ als 
(60 — 45) gebildet wird. In allen Fällen, in welchen keine grössere Genauigkeit verlangt wird, dürfte 
dies die am schnellsten zum Ziele führende Cykloidenkonstruktion sein, umsomehr da mittelst der 
rechtwinkligen Dreiecke TNC leicht auf jeder Tangente auch noch der Kurvenpunkt selbst erhalten 
werden kann. Falls diese Verwendung der Schiebedroiecke für nicht genügend genau erachtet wird oder 
wenn eine andere Anzahl von Kurvenpunkten gewünscht wird, wird man zur Konstruktion der gleich- 
massig ab- und zunehmenden Neigung der Cykloidentangente am besten irgend eine Kreisteilung zu 
Hilfe nehmen. 
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Evoluten der Cykloiden und der Cykloidalen. 

Aus der Eigenschaft der gemeinen, der Epi- und der Hypo-Cykloiden , dass 
dieselben auch als ümhüUungskurven aufgefasst werden können, folgen nun ohne alles 
weitere die bekannten Sätze über deren Evoluten. 

Unter der Evolute einer beliebigen Kurve versteht man die Umhüllung aller 
Kurvennormalen; wenn aber die Tangenten irgend einer Cykloide oder Cykloidalen als 
einzelne Lagen einer sich drehenden Geraden angesehen werden können, so gilt dies 
ofienbar auch für die stets auf den Tangenten senkrecht stehenden Normalen. 

Bei der gemeinen Cykloide bewegt sich aber der Drehpunkt N der Normalen 
auf der Bahnlinie Cq C, (Fig. 6) in jedem Augenblick genau mit derselben Geschwindig- 
keit wie der Drehpunkt T der Tangente auf der Scheiteltangente TqT; das Be- 
wegungsgesetz für die Normale unterscheidet sich also in gar nichts von demjenigen 
für die Tangente, somit können sich auch die Umhüllungen nicht unterscheiden, d. h. 

Die Evolute einer gemeinen Cykloide ist wieder eine mit der ersten 
kongruente Cykloide. 

Bei den Epi- und den Hypocykloiden bewegt sich gleichermassen der Dreh- 
punkt N (Fig. 1 und 2) der Normalen auf dem Bahnkreis jederzeit mit derselben 
Winkelgeschwindigkeit wie auf dem Scheitelkreis der Drehpunkt T der Tangente; das 
Bewegungsgesetz für die Normalen unterscheidet sich also von demjenigen für die 
Tangenten lediglich in der Grösse des Halbmessers desjenigen Kreises, auf welchem 
der Drehpunkt der beweglichen Geraden fortzuschreiten hat, während die Winkel- 
geschwindigkeiten der sich drehenden Geraden und des Drehpunkts, also auch der 
Drehungskoeffizient, bei beiden Bewegungen genau dieselben Werte haben. Unter- 
scheiden sich aber irgendwelche zwei Figuren nur in einem einzigen Längenmaasse, 
während alle anderen Bestimmungsstücke Winkelgrössen und Verhältnisse sind, die 
für beide Figuren durchweg übereinstimmen, so sind diese Figuren ähnlich. Es ergiebt 
sich somit der Satz: 

Die Evolnte irgend einer Epi- oder einer Hypocykloide ist wieder eine 
solche Cykloidale von derselben Art^ welclie der ersten ähnlich ist nnd deren 
Längenmaasse sich zn den entsprechenden Maassen der Eyolyente yerhalten wie 
der Badins des Bahnkreises zn demjenigen des Scheitelkreises. 

Der Vollständigkeit halber sei hinzugefügt, dass sich bei all diesen Kurven 

• • ^^ mm 

die einzelnen Aste der Evolute derart den Asten der Evolvente einfügen, dass die 
Scheitel der Evolute zusammenfallen mit den Rückkehrpunkten der Evolvente. 

Sollen auch für die Evoluten die Kurvenpunkte selbst bestimmt werden, so 
kann dies geschehen vermittelst der schon öfter behandelten rechtwinkligen Drei- 
ecke TNC (in sämtlichen bisherigen Figuren ausser Fig. 3); jedes solche Dreieck, das 
zur Bestimmung der Punkte der Evolute einer gemeinen Cykloide dient, ist aber, wie 
man sich leicht überzeugen kann, kongruent mit dem entsprechenden Dreieck an der 
ursprünglichen Cykloide (der Evolvente), bei den Cykloidalen sind je zwei solche Drei- 
ecke ähnlich, und da die Punkte, in welchen die Evolute einer Kurve von den Kurven- 
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normalen berührt wird, nichts anderes sind als die Krümmungsmittelpunkte 
der ursprünglichen Kurve, so folgen hieraus die Sätze: 

Man erhält den Krümmungsmittelpunkt für irgend einen Punkt 
einer gemeinen Cykloide, indem man die Strecke der Normalen, 
welche zwischen Cykloidenpunkt und Bahnlinie fällt, um sich selbst 
verlängert. 

Für Epi- und für Hypocykloiden erhält man die Krümmungs- 
mittelpunkte, indem man das Stück der Normalen zwischen Cykloidale 
und Bahnkreis um eine Strecke verlängert, die sich zur ersten verhält 
wie der Radius des Bahnkreises zu demjenigen des Scheitelkreises. 



Berührungspunktkurven. 



Die Aufgabe, in einem Punkte der Kurve die Tangente zu ziehen, ist bereits 
für gemeine, für Epi- und für Hypocykloide in gleich einfacher Weise gelöst. Nicht 

so einfach ist die Lösung der Auf- 
gabe, von einem Punkte ausser- 
halb einer dieser cyklischen Kurven 
eine Tangente an dieselbe zu ziehen. 
Diese Aufgabe lässt offenbar für 
die gemeine Cykloide und für 
jede Cykloidale mit irrationalem 
Drehungskoeffizienten (oder ir- 
rationalem Radienverhältnis) un- 
endlich viele Lösungen zu, denn 
diese Kurven bestehen aus unend- 
lich vielen Ästen und es wird im 
allgemeinen von dem gegebenen 
Punkte aus an jeden Ast 1 Tangente 
(auch 2 oder 0) möglich sein; fElr 
Epi- und. für Hypocykloiden mit rationalem Drehungskoeffizient (Radienverhältnis) kann 
der Aufgabe genügt werden durch eine endliche Anzahl von Lösungen entsprechend 
der endlichen Anzahl von Asten, nach welchen die Kurve in sich selbst zurückkehrt. 
Jede einzelne solche Tangente liefert einen Berührungspunkt und es wird in 
jedem Falle möglich sein, eine stätige Kurve zu zeichnen, welche durch 
alle diese vereinzelt liegenden Berührungspunkte*) hindurchgeht; 




♦) Wenn hier von vereinzelter Lage der sämtlichen Berührungspunkte gesprochen ist, so ist 
dies für die Cykloidalen mit endlicher Anzahl von Ästen und für die unendlich vielen Berührungs- 
punkte hei der gemeinen Cykloide direkt ersichtlich; ich möchte aber auch die Berührungspunkte der 
unendlich vielen Tangenten an eine Epi- oder eine Hypocykloide mit irrationalem Radienverhältnis als 
vereinzelt liegend ansehen, wenn dieselben allerdings auch unendlich dicht bei einander liegen, denn 
es fehlt offenbar die innere Notwendigkeit für den stätigen Übergang von einem Berührungspunkt zum 
unendlich nahen. Sogar bei der gemeinen Cykloide könnte man von einer unendlich dichten Lage von 
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diese Kurven sollen den Gegenstand der folgenden Untersuchungen 
bilden; damit dieselben aber auch schon vermöge ihres Entstehungsgesetzes in stätiger 
Weise durchlaufen werden, soll nur ein einziger Kurvenast (ohne Rücksicht auf die 
übrigen) ins Auge gefasst und es soll diesem eine Bewegung erteilt werden, bei welcher 
er nach und nach auch die Lagen aller übrigen Kurvenäste einnimmt. 

Dies wird erreicht bei der gemeinen Cykloide dadurch, dass der eine Kurvenast 
seitlich parallel mit der Bahn verschoben wird ; bei Epi- und bei Hypocykloiden denke 
man sich einen solchen Ast 
etwa durch die Radien OGq 
und OCi (Fig. 1 und 2) in 
starre Verbindung mit dem 
Mittelpunkte gebracht und nun 
drehe sich das ganze aus den 
beiden Radien und dem Kurven- 
aste bestehende System um 
diesen Mittelpunkt herum. 
Alle Lagen einer solchermassen / 

fortbewegten Cykloide oder Cy- ' 

kloidalen stellen eine Kurven- / 
schar dar und die Aufgabe ist / 
nun, den geometrischen j 
Ort der Berührungs- i 
punkte aller Tangenten \ 
festzulegen, die von dem \ 
gegebenen Punkte P aus \ 

an die einzelnen Indivi- 
duen der Schar gezogen 
werden können. Dieser 
geometrische Ort heisse 
d i e Berflhrnngspanktknrve 
der Cykloidenschar in Be- 
ziehmig auf den Pol P. 

Vermöge der veränder- 
ten Auffassung der Sachlage ist es jetzt nicht mehr nötig, vom Pol P aus an eine 
gegebene festliegende cyklische Kurve die Tangente zu ziehen, sondern es lassen sich 
beliebig viele Kurvenpunkte auf ganz einfache Weise bestimmen vermittelst der um- 
gekehrten Aufgabe, an einen beliebig durch den Pol P gezogenen Strahl den jeweiligen 
berührenden Cykloidenast, beziehungsweise dessen Berührungspunkt zu konstruieren. 



\ 




Fig. 9. 



unendlich vielen getrennten Berührungspunkten sprechen, man brauchte sich nur die Länge der ins 
Unendliche ausgedehnten geradlinigen Bahn der Cykloide als inkommensurabel mit dem Umfang des 
rollenden Kreises vorzustellen, so dass die Cykloide nach jedem Durchgang durch das unendlich ferne 
Gebiet den vor uns liegenden Teil der Figur an einer andern Stelle durchläuft und also den Flächen- 
streifen zwischen Bahnlinie und Scheiteltangente ebenso vollständig ausfüllt wie dies bei dem Kreisring 
zwischen Bahnkreis und Scheitelkreis durch eine nicht in sich zurückkehrende Cykloidale geschieht. 
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Ist z. B. iu Fig. 8 G^ Bahn, Gg Scheiteltangente einer zwischen diesen beiden 
parallelen Geraden verlaufenden und seitlich verschoben gedachten Cykloide, so wird, 
wie durch Vergleichung mit Fig. 6 unmittelbar ersichtlich ist, auf einem beliebigen 

Strahl PQ dieser Berührungspunkt C 
erhalten, indem man durch den 
Schnittpunkt T zwischen P Q und Gg 
eine zu Gj und Gg senkrechte Ge- 
rade T N zieht und von deren Schnitt- 
punkt N mit Gl das Lot NC auf 
PQ fällt. Ist der berührende Cy- 
kloidenast selbst verlangt, so muss 
noch über NT als Durchmesser ein 
Kreis beschrieben, der Bogen NC 
rektifiziert und seine Länge NCq 
auf Gl abgetragen werden, alsdann 
ist Co der Anfangspunkt (Rückkehr- 
punkt) des berührenden Kurvenastes. 
Ist ebenso in den Figuren 
9 und 10 Kl der Bahnki'eis, K^ der 
Scheitelkreis für eine zwischen beiden 
verlaufende Schar von Epi- (Fig. 9) 
bezw. Hypo- (Fig. 10) Cykloiden, 
so erhält man (vgl. Fig. 1 und 2) 
auf einem Strahle PQ den Berüh- 
rungspunkt C (C), indem man den 
Radius OT zieht und von N aus 
auf PQ das Lot NC fallt. Zur Konstruktion des berührenden Kurvenastes ist wieder 
über NT als Durchmesser die betreffende Lage des rollenden Kreises zu beschreiben 
und auf dem Umfang des Bahnkreises Kj der Bogen NCo = Bogen NC abzutragen, 
wodurch der Anfangspunkt Cq für die berührende Cykloidale erhalten wird. 

Es lässt sich nun schon aus dem Entstehungsgesetz unsrer Berührungspunkt- 
kurven und aus dieser einfachen Konstruktion der Kurvenpunkte einiges über deren 
Verlauf und deren Wesen durch elementare Anschauung ableiten; eine eingehendere 
Diskussion soll der analytischen Behandlung vorbehalten bleiben. 

a) Berührungspunktkurve einer Schar von gemeinen Cykloiden. 

Die bewegliche Cykloide verläuft stets zwischen der Bahn Gj und der mit ihr 
parallelen Scheiteltangente Gg (Fig. 8 und 11), es kann also auch die Berührungs- 
punktkurve selbst nirgends über diesen Flächenstreifen zwischen 
Gj und Gg hinaustreten.*) 

*) vergl. dagegen Fouret, bulletin de la sociötä mathömatique de Frauce, töme II, 1873- -74, 
p. 72 — 83: „l'une des asymptotes est parallele k la base de la cycloide, les deux autres sont inclin^es ä, 
45° sur cette base.'' Die Ausrechnung ist in dem betr. Aufsatz nicht angegeben, kann also auch 
nicht kontrolliert werden. 




Fig. 10. 
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Fällt man vom Pol P aus das Lot PA j_ G,, so ist dessen Fusspunkt A ein 
Punkt der Kurve und zwar offenbar der Berührungspunkt für den speziellen Fall, 
dass sich dort ein Rückkehrpunkt der Cykloide befindet; da aber jedenfalls PA 
Symmetralachse der Berührungspunktkurve ist und diese nicht unter- 
halb Gl treten kann, so hat dieselbe in A selbst einen Rückkehrpunkt oder sie wird 
dort von der Bahn G, berührt. 

Mit dem Neigungswinkel PTB des Strahles PQ gegen G^ und G^ verändert 
sich die Gestalt des rechtwinkligen Dreiecks TNC derart, dass der Kurvenpunkt C 
um so tiefer gegen die Bahn G^ liegt, je weniger sich diese Neigung von einem rechten 
Winkel unterscheidet; je kleiner dagegen die Neigung, desto höher rückt C gegen die 
Scheiteltangente G^, die er erst in unendlicher Entfernung erreicht, d. h. die Scheitel- 
tangente Gg ist Asymptote der Kurve. 

Hat der Pol die spezielle Lage des Punktes B, d. h. liegt er auf der Scheitel- 
tangente, so fällt stets T mit B und N mit A zusammen; die Berührungspunkt- 
kurve zerfällt in den Kreis mit Durchmesser Aß und die Scheitel- 
tangente (vergl. Cß in Fig. 15). 

Liegt der Pol P zwischen Gj und G^ (Fig. 11), so wird es einen Strahl PQj 
(und einen zweiten mit ihm symmetrischen) geben, für welchen der vermittelst des 
rechtwinkligen Dreiecks TNC konstruierte 
Kurvenpunkt mit dem Pol P zusammen- 

tällt; zieht man zu beiden Seiten dieses — ^ T.. 

Strahls P Q^ zwei beliebige andere Strah- 
len PQ' und PQ", so ist durch Verfol- 
gung der Wege PT'N'C undPT"N"C" 
leicht zu ersehen, dass C und G** beide 
auf dieselbe Seite von PQi fallen, wie 
wenig verschieden von PQ^ man auch 
PQ' und PQ" annehmen mag, PQ^ ist ^ 

also Tangente im Punkte P der Kurve; 
d. h. liegt der Pol P zwischen 
Bahn und Scheiteltangente, so 

ist er ein Doppelpunkt der Berührungspunktkurve und man erhält die 
Tangenten in demselben, indem man das rechtwinklige Dreieck A(SB (Fig. 11) kon- 
struiert, dessen Hypotenusenabschnitte die Strecken A P und P B sind und dann durch P 
eine Parallele zu BS und einen zu dieser symmetrischen Strahl zieht. Liegt P genau 
in der Mitte von AB, so wird das rechtwinklige Dreieck AKB gleichschenklig, die 
beiden Kurvenzweige schneiden sich also im Doppelpunkt unter rechten Winkeln; ist 

( V« r 1 •• f 60 ° ] 

dagegen AP = \ . / * so beträgt die Öffnung der Schleife ^ lono f (vergl. Fig. 15). 

Zieht man in Fig. 8 endlich noch NF || QP, so ist PF = TN = 2r, d. h. 
konstant; man kommt also von jedem Kurvenpunkt C aus durch die beiden aufeinander 
senkrechten Geraden CN und NF nach demselben Punkte F auf dem Lote PA, die 
verschiedenen Winkel FNC können demnach aufgefasst werden als einzelne Lagen 
eines rechten Winkels, dessen einer Schenkel stets durch F geht und dessen Scheitel 




S' 



L^ 



Fig. 11. 
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• 

auf der Bahn G^ fortschreitet; dies ist aber nichts anderes als das Bewegongsgesetz 
für die Parabeltangente und da C stets Fusspunkt des von P auf diese Parabel- 
tangente NC gefällten Lotes ist, so folgt der Satz: 

Denkt man sieh eine gemeine Cykloide seitlich parallel der Bahn yer- 
schoben^ so ist die Berührnngspnnktkarye der dadurch entstandenen Cykloiden- 
schar in Beziehung anf einen beliebigen Pol identisch mit der anf denselben Pol 
bezogenen Fnsspnnktknrye einer Parabel^ deren Achse das Lot yom Pol auf die 
Bahn, deren Scheitel der Fnsspnnkt dieses Lotes und deren Brennpunkt um den 
Durchmesser des der Cykloide zu Grunde liegenden Kreises tiefer liegt als der Pol. 



b) Berührungspunktkurve einer Schar von Epi- oder von 

Hypocykloiden. 

In den Figuren 9 und 10 ist je K^ der Bahnkreis, Kg der Scheitelkreis für 
eine Cykloidale, welche innerhalb dieses Kreisringes verläuft und nun konzentrisch mit 
den beiden Kreisen gedreht gedacht wird, wobei in dem durch Fig. 9 dargestellten 
Falle der Epicykloide der Scheitelkreis Kg grösser ist als der Bahnkreis K^, im Falle 
der Hypocykloide (Fig. 10) umgekehrt. P ist wieder der Pol, C und C sind Punkte 
der Bertthrungspunktkurve, für welche demnach gilt: 

Die Kurve verläuft vollständig innerhalb des Kreisrings 
zwischen Ki und K,. 

Die Zentrale PO ist Symmetralachse, ihre Schnittpunkte A 
und A' mit dem Bahnkreis sind Kurvenpunkte. 

Auf jeder durch den Pol P gezogenen Sekante des Scheitelkreises erhält man 
zwei Kurvenpunkte C und C und zwar sind es diejenigen Punkte, in welchen die in 
den Kreis Kg fallende Sehne im Verhältnis 1 : (2n + 1) bezw. r : (K -[- r) 
geteilt wird, wobei für Hypocykloiden der Radius r negativ zu nehmen ist, die 
Teilung also wenigstens bei den eigentlichen inneren Hypocykloiden eine äussere wird. 

Liegt der Pol P ausserhalb des Scheitelkreises Kg und man zieht von P aus 
an diesen die beiden Tangenten, so sind deren Berührungspunkte Kurven- 
punkte und zwar repräsentiert jeder derselben zwei zusammengefallene Punkte auf 
einem Strahl, d. h. in jedem wird die Berührungspunktkurve von der Tangente, also 
auch vom Scheitelkreis berührt (vergl. Fig- 18). 

Liegt der Pol auf dem Scheitelkreis, d. h. hat er die Lage des Punktes B in 
Fig. 9 oder 10, so rücken T und N nach B und A, die Lote CN und C'N' gehen 
stets durch A und A', die Berührungspunktkurve setzt sich zusammen 
aus den beiden Kreisen, deren Durchmesser BA und BA' sind. 

Liegt der Pol P zwischen Bahnkreis und Scheitelkreis, so giebt es durch den- 
selben zwei zu OP symmetrische Strahlen, deren in Kg fallende Sehnen im Punkte P 
in dem oben angegebenen Verhältnis geteilt werden; in diesem Falle ist also 
der PolP Doppelpunkt derKurve und jene zwei Strahlen sind Tangenten 
an die beiden Kurvenzweige, was sich leicht durch ähnliche Betrachtung wie 
an Fig. 11 nachweisen lässt. 
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Zieht man endlich in den Fignren 9 und 10 wieder durch N und N' Parallele 
zu QP, welche beide die Zentrale OP in F schneiden, so verhält sich OF : OP wie 
ON:OT, d. h. wie der Eadius des Bahnkreises zu demjenigen des Scheitelkreises. 
Von welcher Sekante PQ man also auch ausgehen mag, so kommt man durch die 
Parallele NF stets nach demselben Punkt F, die Winkel FNG sind also einzelne 
Lagen eines rechten Winkels, dessen einer Schenkel FN stets durch F geht, während 
der Scheitel N auf dem Bahnkreis E^ fortschreitet; dies ist aber wieder nichts anderes 
als das Bewegungsgesetz fdr Tangenten an Kegelschnitte*), welche Ellipsen werden, 
wenn F innerhalb K, zu liegen kommt, und Hyperbeln, wenn F ausserhalb K^. 
Der Kuryenpunkt C ist aber in jeder einzelnen Lage Fusspunkt des vom Pol P auf 
die Kegelschnittstangente gefällten Lotes, somit ergiebt sich der gleichermassen für 
Epi- und für Hypocykloiden geltende Satz: 

Denkt man sich irgend eine Gykloidale so fortbewegt^ dass jeder ihrer 
Pnnkte einen mit ilirem Bahnkreis konzentrischen Kreis besehreibt, so ist die 
Berflhmngspanktknrre der dadurch entstandenen Cykloidalenschar in Beziehung 
anf einen beliebigen Pol P identisch mit der anf denselben Pol bezogenen Fuss- 
pnnktknrre einer Ellipse oder einer Hyperbel , deren Hanptachse (grosse bezw. 
reelle) derjenige Durchmesser AA' des Bahnkreises ist, der durch den Pol P 
geht und deren Brennpunkte in einer Entfernung F = F' yom Mittelpunkt 
liegen^ die sich zur Entfernung P des Poles yerhält wie der Badius des Bahn- 
kreises zu dengenigen des Scheitelkreises. 

Es ist wohl zu beachten, dass für jede der beiden Arten von Cykloidalen 
(Epi- und Hjrpocykloiden) sowohl Fusspunktkurven von Ellipsen als von Hyperbeln 
auftreten; Ellipsen ergeben sich bei beiden, so lange der Pol innerhalb des 
Scheitelkreises liegt, da dann die Brennpunkte F und F' zwischen die Endpunkte A 
und A' der Hauptachse fallen; liegt der Pol ausserhalb des Scheitelkreises, so fallen F 
und F' auf die beiderseitigen Verlängerungen der Hauptachse AA', der Kegelschnitt 
ist dann eine Hyperbel; als Grenzfall tritt hier die (endliche oder unendliche) Strecke A A' 
auf, da in diesem Falle die Brennpunkte mit den Scheiteln des Kegelschnittes zu- 
sammenfallen. 



*) Für Cykloidalen mit irrationalem Radienverhältnis giebt Juelim „interm^diaire des 
mathämaticiens, I, 1894, p. 22** den Satz an, dass die Normalen in den Berührungspunkten Tangenten 
einer PascaFschen Schnecke seien; «r steUt aber im gleichen Jahrgang p. 243 diesen „ Druckfehler '^ 
richtig, indem er „lima^on de Pascal** durch „conique" ersetzt; auf rationales Radienverhältnis dehnt 
er die Sache nicht aus. 



Analytischer Teil. 



Gemeine Cykloide. 



Eine Gerade drehe sich gleichförmig um einen ihrer Punkte, 
während dieser Drehpunkt gleichförmig auf einer festen Geraden 
fortschreitet; welche Eigenschaften hat die Umhüllungskurve? 

Die feste Gerade To T (in Fig. 6 auf Seite 16) sei die Abscissenachse (vorerst 
X'-Achse) eines rechtwinkligen Koordinatensystems, eine zu dieser senkrechte Lage L^ 
der beweglichen Geraden sei die Ordinatenachse (Y'- Achse) ; in einer beliebigen Lage L 
sei die bewegliche Gerade gegen ihre Anfangslage um den Winkel t gedreht, während 
der Drehpunkt bis dahin den Weg T^ T = a . t zurückgelegt hat. Die Gleichung der 
Geraden L ist alsdann: 

V' 

•^ = ctg T oder x' cos t — y' sin t = a t cos t (1) 



X' — at 



Der Punkt, in welchem diese Gerade (1) von der Kurve berührt wird, ist 
nichts anderes als ihr Schnittpunkt mit einer zweiten Lage L', deren Gleichung 

X' cos(t + At) — y' sin(T + At) = a(t + At) cos(t + At) (2) 

vorausgesetzt, dass der Zuwachs A t des Drehungs winkeis t unendlich klein ist; durch 

Subtraktion beider Gleichungen und Division durch A-t erhält man -^— ; die Aus- 
führung dieser Differentiation ergiebt 

x' sin T + y' cos t = a T sin t — a cos t (3) 

Aus (1) und (3) lassen sich die Koordinaten x' und y' des Berührungspunktes C 
bestimmen; ein Lot in diesem Punkte der Kurve auf der Tangente (1) hat die Gleichung 

X' sin T + y' cos t = k (4) 

wobei k so zu bestimmen ist, dass die drei Gleichungen (1), (3) und (4) simultan sind; 
die linken Seiten von (3) und (4) sind aber identisch, somit müssen auch die rechten 
Seiten gleich sein, d. h. die Gleichung (3) ist schon die Gleichung der 
Kurvennormalen CN. 
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Für den Schnittpoukt N dieser Kurvennormalen mit der durch T zur X'achse 
gezogenen Senkrechten 

X' = ai (5) 

ergiebt sich aus (3) und (5) die Ordinate 

TN = y = - a (6) 

Beschreibt man über TN als Durchmesser einen Kreis, so ist dessen Halb- 
messer (ohne Rücksicht auf das Vorzeichen) gleich -|- und da der Peripheriewinkel 
NTC = t, so ist 



a 



Bogen NC = -ö-.2t = at = T^T = CoN 



(7) 



Somit ist auch analytisch nachgewiesen, dass die UmhüUnngskurve von L 
identisch ist mit der gemeinen Cykloide, die entsteht, wenn der über Co To als Durch- 
messer beschriebene Kreis auf der Geraden CqN rollt und dass die Normale in einem 
beliebigen Punkte der Kurve durch den jeweiligen Berührungspunkt zwischen Rollkreis 
und Bahn geht, während die Tangente als Verbindungslinie des Kurvenpunkts mit dem 
senkrecht über diesem Berührungspunkte gelegenen Punkt der Scheiteltangente auftritt. 

Die Koordinaten des Kurvenpunktes C ergeben sich aus (1) und (3): 



x' = a T — a sin T cos t 
y' = — a cos* T 



I (8) 



Um die bisher erhaltenen Resultate mit den sonst üblichen Gleichungen in 
Übereinstimmung zu bringen, hat man das Koordinatensystem parallel zu verschieben, 
so dass Co Ursprung, die Bahnlinie X-Achse wird, während die Anfangslage Lq Ordinaten- 



a 



achse bleibt; zugleich ist der Radius r = -g- des rollenden Kreises einzuführen und 

statt des Drehungswinkels t der Cykloidentangente der Wälzungswinkel t des rollenden 
Kreises; in den Formeln (8) ist demnach zu setzen: 

t 



a = 2r, T = 



(9) 



x' = x, y' = y — a = y — 2r 
Mit diesen Werten erhält man füi- die Koordinaten eines Punktes der Cykloide: 



X = 2r . 



2r sin 



y = 2r — 2rcos 



2 

t 



cos -^ == rt 



r sin t 



= r — r cos t 



(10) 



Die Gleichung (1) der Cykloidentangente geht über in 



t 
2 



X cos ^ (y — 2 r) sin 



= ar . 



cos 



oder 



X cos -g y sin -ö" == r t cos -ö 2 r sin -^.- 



(11) 
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nnd die Gleichung (3) der Normalen in 

X sin -^ + (y — 2r) cos 0- = r t sin -^ 2 r cos -^ oder 

X sin -g- + y cos -g- = r t sin -^ (12) 

Man beachte, dass auch hierbei die Normalengleichung (12) erhalten werden 
kann durch Differentiation der Tangentengleichung (11) nach t. 

Für jeden bestimmten Wert von t liefern die Gleichungen (11) und (12) die 
Tangente und die Normale in einem bestimmten Cykloidenpunkt, dessen Koordinaten 
sich aus (10) ergeben; fasst man dagegen t als variabel auf, so stellt sowohl (11) als 
auch (12) eine Schar von Geraden dar und dass diese beiden Geradenscharen kongruent 
sind, lässt sich einfach dadurch beweisen, dass man z. B. die Gleichung (12) der 
Normalenschar übeifthrt auf ein anderes mit dem ersten paralleles Koordinatensystem, 
dessen Ursprung im System (X, Y) die Abscisse (— irr) und die Ordinate ( — 2r) hat; 
die Koordinatentransformationsformeln lauten dann: 

x = E — Tcr, y = 9 — 2r (13) 

und aus Gleichung (12) wird: 

j sin -g- + 9 cos -g- = r (t + TT) sin -g- + 2r cos ^ , 

t t' TC 
welche Gleichung mit t + ^ = *' ^^d demnach -^ = -^ übergeht in 

t' t' t' t' 

j cos -ö ^ sin -ö- = r t' cos -^ ^ 2r sin -0- (H) 

Aus der Übereinstimmung dieser Gleichung (14) mit der Gleichung (11) folgt 
die Kongruenz der beiden Geradenscharen (11) und (12), demnach sind auch ihre Um- 
hüllungen kongruent; die Umhüllung der sämtlichen Normalen einer Kurve ist aber 
nichts anderes als deren Evolute, d. h. 

Die Evolute einer gemeinen Cykloide ist wieder eine mit der 
ersten kongruente Cykloide. 



Epicykloiden und Hypocykloiden. 

Eine Gerade drehe sich um einen ihrer Punkte, während der 
Drehpunkt mit einer dieser Drehung proportionalen Winkelgeschwin- 
digkeit auf einem Kreise fortschreitet; es soll die Enveloppe unter- 
sucht werden. 

Als Abscissenachse sei eine solche Lage To Uq (Fig. 1 und 2 auf Seite 2 und 8) 
der beweglichen Geraden gewählt, welche zugleich Durchmesser des gegebenen Kreises 
ist; der Radius dieses Kreises sei p, die Y-Achse sei senkrecht zur X-Achse. Bis zu 
einer beliebigen Lage T U habe der Drehpunkt T auf dem Kreise K einen Bogen vom 
Zentriwinkel ToOT = t durchlaufen; alsdann hat sich bis dahin die Gerade gegen 
den Radius TO um einen Winkel OTU = n.t gedreht, wobei der Drehungskoef- 
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fizient n nach Grösse und Drehungssinn das Verhältnis der beiijien Winkelgeschwindig- 
keiten angiebt. Die Gleichung dieser Lage der beweglichen Geraden ist alsdann: 

y — psint ., lixx j 

= tg (n + 1) t oder 

X — p cos t ^ ^ ^ 

X sin (n + 1) t — y cos(n + 1) t = p sin(n + l)t cost — p cos(n+ l)t sin t 

= p sin nt (15) 

Die Koordinaten des Punktes C, in welchem die ümhttUungskurve von der 

Lage L berührt wird, erhält man aus ylb) und ^ ; die Differentiation ergiebt: 

X COS (n + 1) t + y sin (n + 1) t = — 5-^ p cos n t (16) 

n -j- 1 

Diese Gleichung ist in Beziehung auf x und y linear, stellt also eine Gerade 
dar, der Kurvenpunkt C wird somit erhalten als Schnittpunkt zweier Geraden (15) 
und (16) und zwar ist, wie man sich durch Vergleichung der Koeffizienten von x und y 
leicht überzeugen kann, (16) senkrecht auf (15), d. h. die Gleichung (16) ist nichts 
anderes als die Gleichung der Kurvennormale CN. 

Die Gleichung der Geraden OT ist: 

y = xtgt, (17) 

die Koordinaten Xj und y^ des Schnittpunktes N dieser Geraden OT mit der Kurven- 
normalen CN erhält man daher durch Substitution von (17) in (16): 

Xi cos (n + 1) t + Xi sin (n + 1) t r- = — r-zr p cos nt, woraus 

cos t n -}- 1 

Xi = i"^T P ^^® *' ^1 ^ nX\ P ^^ * ^^^^ 

und hiermit ON = Vxi* + Ji^ = — XT * ^^ 

also NT = p i"^ p = — 7-^: 

* n + 1 ^ n + 1 ' 

beschreibt man also um mit N einen Kreis und einen solchen über N T als Durch- 
messer, so sind deren Radien 

n 



R = ON = - . . ^ 

n + 1 

_ NT _ 1 

^ "" 2 " 2n + 2 ^ 



(19) 



und es ergiebt sich ganz ebenso wie früher, dass der Bogen N C gleich dem Bogen Co N, 
d. h. dass die ümhüllungskurve der beweglichen Geraden identisch ist mit der Cykloi- 
dalen, die entsteht durch Rollen des Kreises mit Durchmesser 2r = T^Cq auf dem 
Kreis mit Radius R = OCq; der letztere kann somit als Bahnkreis, der erstere als 
Rollkreis bezeichnet werden, während der Kreis K wieder der Scheitelkreis heissen möge. 
Die Normale CN schneidet den Bahnkreis in einem zweiten Punkte N', dessen 
Koordinaten x, und y^ sich bestimmen aus den Gleichungen der Normalen 
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X cos (n + 1) t + y sin (n 4- 1) t = R cos n t (16*) 

and des Bahnkreises 

X« + y* = R« (20) 

Subtrahiert man die quadrierte Gleichung (16*) von der Gleichung (20), so 
erhält man 

x*sin^(n+l)t — 2xysin(n + l)tcos(n + l)t + y*cos*(n-f l)t = R^sin^nt 
oder X sin (n + 1) t — y cos (n 4- 1) t = ± R sin n t (21) 

Durch Elimination je einer der beiden Koordinaten aus (16*) und (21) er- 
giebt sich sodann: 

X == R I cos (n + 1) t cos n t + sin (n + 1) t sin n 1 1 
y = R I sin (n + 1) t cos n t + cos (n + 1) t sin n 1 1 

Das obere Zeichen liefert wieder die Koordinaten von N: 



Xi =1 R cos t 
jj = R sin t 

das untere Zeichen diejenigen von N': 

Xg = R cos (2n + l)t = 

y2 = R sin (2 n + 1) t = 



n 



n + 1 
n 



i 



. p . cos (2 n + 1) t 
p sin (2 n + 1) t 



wie (18) 



(22) 



n + 1 

Aus diesen Werten (22) ist ersichtlich, dass 

Z CoON' = (2n + l)t (23) 

und, da femer 

Z UOCo = ÜOT-CoOT = 2R- 2nt-t 

= 2R-(2n+l)t (24) 

so ist z UOCo + CoON' = 2R (25) 

d. h. ÜON' ist eine gerade Linie, woraus wie früher abgeleitet werden kann, dass UN, 
als Durchmesser eines zweiten Rollkreises angesehen werden kann, der auf dem Bahn- 

n 



kreis mit Radius R = 



n + 1 
Für diesen zweiten Rollkreis ist 



. p eine mit der ersten kongruente Cykloidale liefert.. 



, UN' 1 ( , n ^ 



2n 



2n-t-2 



(26) 



Auch der im elementaren Teile Seite 13 entwickelte Satz, dass bei gleichem 
Scheitelkreise durch zwei Drehungskoeffizienten n^ und n^ kongruente Cykloidalen 



— n, 



, lässt sich leicht 



erhalten werden, sofern n, + n« + 2n, n, = oder n« = ^ 

* * ^ * 2 2ni + 1 

aus der Tangentengleichung (15) nachweisen, denn der eine Koeffizient n, liefert die 

Geradenschar 

X sin (Ui + 1) t — y cos (n^ + 1) t = p sin n^t (27) 
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während die Gleichuog der anderen Geradenschar 

X sin (ng -f- 1) t — y cos (n, -f 1) t = p sin n^ t 
übergeht in 

. ni + 1 , n. + 1 X • — ^i . 

'"^ 2^7+1* ~^ ""' 257+ 1* = P ''° 2-ir+x' 



X sin 



oder mit t' statt ^ r-^ in 

2ni + 1 

X sin (ni + 1) t' — y cos (ni + 1) t' = — p sin n^ t' 

und schliesslich mit Vertauschung der positiven und der negativen Richtung auf jeder 
der beiden Koordinatenachsen, d. h. mit (— x) statt x und (— y) statt y, in 

X sin (Uj + 1) t' — y cos (n^ + 1) t' = p sin n^t' (wie 27) 

Aus den Gleichungen (15) der Tangente und (16) der Normalen könnten die 
Koordinaten des Kurvenpunktes C in t ausgedrückt werden, doch lassen sich diese 
Werte für die folgenden Untersuchungen entbehren und sollen daher nicht angegeben 
werden; dagegen mögen die Gleichungen der Tangente und der Normalen ebenfalls in 
den sonst üblichen Bestimmungsstücken aufgestellt werden, wobei gemäss (19) zu 
setzen ist: 

P = R + 2r, n = ^ (28) 

Hiermit geht die Tangentengleichung (15) über in 

X sin ^^ t - y cos ?^^ t = (R + 2r) sin f^ t (29) 

und die Normalengleichung (16) in 

R + 2r ^ , . R + 2r , ^ R . .on^ 

X cos — ^^ t + y sm -^ t = R cos ^^ t (30) 

2r "^ 2r 2r ^ 

Auch hier ist (30) nichts anderes als — tt^- 

Für einen bestimmten Wert von t bedeutet (29) eine bestimmte Tangente, 
(30) eine bestimmte Normale; fasst man dagegen wieder t als variabel auf, so sind 
durch beide Gleichungen Geradenscharen dargestellt, für welche sich nachweisen lässt, 
dass sie einander ähnlich sind, indem man z. B. Gleichung (30) auf ein anderes 
Koordinatensystem (X', Y') bezieht, welches gegen das erste um den halben Zentri- 
winkel eines Cykloidalenastes zui-ückgreift, d. h. gegen das erste gedreht ist (vergl. 

elementarer Teil, Formeln 13 und 14) um den Winkel -^r-^ = — :f^ — ; die Trans- 

' 2n R 

formationsformeln lauten alsdann: 



xr . , . Ttr 
X = X' cos -^ + y' sm -^r- 

, . ^r , , Tur 

y = — X' sin -g- + y' cos ^ 



(31) 
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Die Sabstitation dieser Aasdrficke in (30) liefert: 



R f 2r , irr . E + 2r ^ . ic 

cos — s t cos -=z sin — s t sin -T> 

2r B 2r K 



'( 



R + 2r ^ . «r , . ß + 2r ^ 
cos — s t sin ^j^ + sin — A t cos 



2r 



R 



2r 






R cos -cT- t 
2r 



/R + 2r. , nr\ , , . /^R + 2r^ , 7ct\ ^ R. ,oox 
oder X' cos (^ J^ t + ^ j + y' sin ( J^ t + -^) = R cos ^^ t (32) 

Da aber jede Gerade^ die mit der arsprfinglichen Abscissenachse einen Winkel t 



bildete, mit der nenen einen nm 



nr 
1B" 



grösseren Winkel macht , so ist wieder eine 



neue willkürliche Eonstante t' einzuführen derart, dass t = V — 

R + 2r 1CT _ R + 2r ^, R irr 
2r "^ R ~ 2r 2r " R 



'BT' 



hiennit wird 



Ar , «r __ R + 2r ,, ir 

"" R + R" " 2r ^T 



und ^-t = ^ 

2r 2r 



Rf- ^ 



«r 



R 



2r • R 



2r 



t' — 



X 



(33) 



and somit geht (32) fiber in 

R + 2r 



x' sin 



2r 



,. . R ~h 2r , . Tfc • R 

t' — y' cos — i 1' = R sin -7^- 

•^ 2r 2r 



tS 



(34) 



welche Gleichung sich von (29) lediglich dadurch unterscheidet, dass das Absolutglied 
im Verhältnis (R + 2r) : R verändert ist; die von der Geradenschar (34), also auch 
von (30), umhüllte Kurve ist somit derjenigen ähnlich, die von der Schar (29) ein- 
gehüllt wird oder mit Worten: 

Die Evolute einer Epi- oder einer Hypocykloide ist wieder 
eine mit der ersten ähnliche Cykloidale, die gegen die erste im linearen 
Massstab (R + 2r):R, d.h. im Verhältnis der Radien von Scheitelkreis 
und Bahnkreis verändert ist und deren Lage mit der Lage der ersten 
konzentrisch, aber gegen diese um den halben Zentriwinkel eines 
Kurvenastes gedreht ist. 

Sowohl bei der Gykloide als bei den Cykloidalen hat sich gezeigt, dass unsre 
Normalengleichung erhalten wurde durch Differentiation der Tangentengleichung; dies gilt 
keineswegs nur für diese Kurven allein, sondern es ist eine allen Kurven gemeinsame 
Eigenschaft, indem man die Tangente jeder beliebigen Kurve unter einer Form an- 
schreiben kann, durch deren Differentiation die Normalengleichung entsteht; man braucht 
nur die Gleichung der Tangente in Funktion irgend eines der Winkel auf- 
zustellen, welche dieselbe mit den beiden Koordinatenachsen bildet, so lässt sie sich 
schreiben 



sin ^ cos «, . 

X cp + y . cp = f (cp) 

COS ^ — "^ sin ^ ^^^ 



(35) 



die Koordinaten des Kurvenpunktes bestimmen sich dann aus dieser Gleichung und 
ihrer partiellen Differentiation nach 7: 
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COS sin 

und dies ist wieder eine zur Tangente senkrechte Gerade. 

Diese Methode eignet sich ganz besonders zur Bestimmung des Krümmungs- 
halbmessers und zur Aufstellung der Gleichung der Evolute einer UmhüUungskurve *), 
denn eine abermalige Differentiation der Normalengleichung (36) ergiebt die Gleichung 
der Normalen der Evolute: 

X sin cos _ ^,, rj^ 

cos ^ — -^ sm ^ ^^^ ^ ^ 

(35) in Verbindung mit (36) liefert die Enveloppe selbst, (36) und (37) deren 
Evolute, die rechten Seiten der drei Gleichungen sind aber die Abstände des Koordinaten- 
ursprungs von der Tangente der Enveloppe, von deren Normalen und von der Normalen 
der Evolute; der Krümmungsradius ist daher nichts anderes als der Abstand von (35) 
und (37), 

d. h. p = f (9) + f" (?) (38) 

Für die gemeine Cykloide z. B. sind Tangente und Normale durch die 
Gleichungen (11) und (12) ausgedrückt; die Normale der Evolute erhält man als —^y^' 

X cos -p^ — y sin "ö- = r t cos -^ + 2 r sin -g- (39) 

Der Krümmungsradius ist also der Abstand von (11) und (39): 

p = 4r sin ^ = 2CN (Fig. 6) (40) 



Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes erhält man aus (12) und (39): 

(41) 



Xo = rt + r sin t 



y^ = r cos t — r 

woraus durch Vergleichung mit (10) ebenfalls ersichtlich ist, dass der Krümmungshalb- 
messer für den Punkt C in Flg. 6 in dem Punkte N halbiert ist, dessen Abscisse = rt 
und dessen Ordinate = 0. 

Man beachte auch, dass (39) durch die Koordinatentransformation x = x', 
y = y' — 4r identisch wird mit (11). 

Behandelt man nach dieser Methode die Enveloppe einer Strecke 2 a, deren 
Endpunkte auf den Schenkeln eines rechten Winkels fortschreiten und bezeichnet den 
Winkel einer beliebigen Lage dieser Strecke gegen die (+ X) Achse mit f, so wird 
deren Gleichung 

y cos y — X sin 9 = a sin 2 9 (42) 

somit die Normale der Enveloppe 

y sin f + X cos (p = — 2 a cos 2 f (43) 

*) vgl. Dyrion, noavelles annales de mathdmatiqucs, II. sdrie, tome VII, 1868, p. 176. 

5 
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und die Nonnale der Evolute 

y cos f — X sin f = 4 a sin 2 y (44) 

woraus ersichtlich, dass die Enveloppe selbst ähnlich und ähnlich liegend ist mit der 
Evolute ihrer Evolute; dass auch die erste Evolute diesen beiden Kurven ähnlich ist, 
lässt sich leicht aus (43) nachweisen durch Drehung des Koordinatensystems um 45*^; 
der Krümmungsradius für einen Punkt der Enveloppe ist der Abstand zwischen (42) und 
(44), also 3 a sin 2 (p oder das dreifache des Abstands der Tangente (42) vom Ursprung. 
Es ist naheliegend, weitere solche Kurven aufzusuchen, welche mit ihren (ersten 
oder zweiten) Evoluten ähnlich sind; hiezu bietet sich in erster Linie die ver- 
allgemeinerte Gleichung (42): 

y cos f — X sin (p = a sin m f (42*) 

denn mit jedem beliebigen m ist auch ihre Enveloppe ähnlich und ähnlich liegend 

mit ihrer zweiten Evolute, deren Tangente man wieder durch zweimalige Differen- 
tiation erhält: 

y cos (p — X sin <p = m^ a sin m <p (44*) 

das lineare Verhältnis der beiden ähnlichen Kurven ist 1 : m^ Der Krümmungsradius 
wird (1 — m^) a sin my, also das (1 — m^) fache des Abstands der Kurventangente 
vom Ursprung. 

Setzt man aber in der Gleichung (42*) 

n R. 

a = — p oder ^ — (R -f 2r) und m = — y— 3- oder = .p. , r> , 
^ VI/ n + 1 R + 2r' 

so geht dieselbe über in (15) bezw in (29); (42*) ist also nichts anderes als die 
Tangentengleichung einer Cykloidalen (der spezielle Fall m = 2 in (42) ist die durch 
Fig. 5 dargestellte Astroide). Es lässt sich somit der Satz aufstellen: 

Für alle Punkte einer Epi- oder einer Hypocykloide ist das 
Verhältnis des Krümmungshalbmessers zum Abstand der Tangente 
vom Ursprung konstant, nämlich 1 : (1 — m*) oder (2n + 1) : (n + 1)*- bezw. 
4r (R + r):(R + 2r)^ 

Dieser Satz lässt sich auch folgendermassen ableiten: Verbindet man einen 
Punkt z. B. einer Epicykloide mit dem Mittelpunkt des Bahnkreises, so sind alle 

Tangenten in den Schnittpunkten dieser Geraden mit der 2^^^, der 4*®" Evolute 

einander parallel, jeder Abstand zwischen zwei solchen parallelen Tangenten bedeutet 
aber einen Krümmungshalbmesser und die Summe aller dieser Radien ist gleich dem 
Abstand der Tangente an die ursprüngliche Epicykloide vom Mittelpunkt. Die Sum- 
mierung ergiebt in Übereinstimmung mit obigem: 

Die unendliche Reihe in der Klammer konvergiert nur bei Epicykloiden und 
äusseren Hypocy kleiden ; im Falle der inneren Hypocykloiden sind die Krümmungs- 
radien der (— 2)^®", der (— 4)^®" Evolute zu summieren. 

Weitere solche Kurven, deren sämtliche Evoluten dieselbe Gestalt haben und 
nur gegen die ursprüngliche Kurve gedreht sind, sind z. B. die logarithmischen Spiralen 
X sin y — y cos <p = a . e*^ oder x sin y — y cos <p == a e"" ^. 
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Berührungspunktkurven. 



Unter der Bertihrungspunktkurve einer Kurvenschar soll verstanden werden 
der geometrische Ort der Berührungspunkte aller Tangenten, die man von einem festen 
Punkte, dem Pole, an die einzelnen Individuen der Schar ziehen kann. 

Sind in einer Gleichung 

F (x, y, c„ c^ c„) = (46) 

ausser den Koordinaten x und y noch n Grössen enthalten, welche einer Variation 
unterworfen werden können, so müssen, wenn diese Gleichung eine Kurvenschar von 
einfach unendlicher Mannigfaltigkeit darstellen soll, zwischen diesen Parametern 
(n — 1) Gleichungen bestehen: 

fi (Ci, Cjj c„) = 

?i (Ci> c, Cn) = . ^^^^ 

9n~l (C„ Cg Cn) = 

so dass durch Annahme eines bestimmten Wertes für irgend einen derselben alle 
übrigen bestimmt und sonach vermittelst (46) ein ganz bestimmtes Individuum der 
Kurvenschar festgelegt ist. Die Tangente in einem Punkte (x, y) einer solchen Kurve 
hat dann in laufenden Koordinaten i und t) die Gleichung 

9 TT dJ^ 

(S - X) ^ + (T) - y) -3y- = (48) 

Sind a und b die Koordinaten des Poles, so geht diese Tangente durch den- 
selben, wenn 

(a - X) i^ + (b - y) -|y = (49) 

Ist also irgend einer der n Parameter bestimmt, d. h. eine einzelne Kurve 
festgelegt, so lassen sich aus den (n + 1) Gleichungen (46), (47) und (49) ausser den 
übrigen (n — 1) Parametern noch die Koordinaten x und y der Berührungspunkte der 
vom Pol aus an diese Kurve gezogenen Tangenten bestimmen und man wird die 
Gleichung der Berührungspunktkurve erhalten, wenn man den einen Parameter aus 
den Werten von x und y eliminiert. Dasselbe Eliminationsresultat wird aber auch 
erhalten werden können, wenn man von vornherein die n Parameter aus den genannten 
(n + 1) Gleichungen eliminiert. 

Es mögen hier zwei besonders einfache Beispiele eingeschaltet werden, die 
wohl geeignet sind, im Unterricht in der analytischen Geometrie oder im geometrischen 
Zeichnen Verwertung zu finden. 

Beispiel I. Eine Parabel n*®' Ordnung habe die Gleichung 

y" — npx = 0; (50) 

dieselbe werde parallel der X-Achse seitlich verschoben, wobei sie ihre Gestalt nicht 
ändern soll, und es werden an alle einzelnen Lagen vom Koordinatenursprung aus die 
Tangenten gezogen; was ist der Ort der Berührungspunkte? 
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Ist P' eine um die Strecke c verschobene Lage der Kurve, so ist deren 

Gleichung in Beziehung auf ein ebenfalls um c parallel verschobenes Koordinaten- 
system (X', Y'): 

y'° — n p X' = 0, (wie 50) 

also in Beziehung auf das ursprüngliche System (X, Y): 

y° — n p (x — c) = (51) 

Die Gleichung der Tangente in einem Punkte (x, y) dieser Kurve ist: 

(5 - X) . (- np) + (r) - y) . ny-i = (52) 

Soll diese Tangente durch den Ursprung gehen, so muss für die Koordinaten 
des Berührungspunktes die Relation bestehen: 

(0 — X) . (— np) + (0 — y) . ny°-^ = oder y« — px = (53) 

Da in dieser Gleichung die Grösse c gar nicht enthalten ist, so ist eine 
Elimination nicht mehr nötig, (53) ist schon die Gleichung der Berührungspunktkurve, 

d. h. diese letztere ist ebenfalls 
eine Parabel n^®' Ordnung mit 
nmal kleinerem Parameter, wo- 
bei indessen zu beachten ist, dass 
der Parameter p nur bei der ge- 
wöhnlichen Parabel eine Strecke 
ist, im übrigen dagegen vom 
(n — ly^"" Grad. 

Beispiel IL Eine El- 
lipse werde längs einer ihrer 
Achsen parallel verschoben und 
dabei seien stets von einem auf 
dieser Achse liegenden Pol aus 
die Tangenten gezogen; was ist 
der Ort der Berührungspunkte? 
Der Pol sei Ursprung des 
Koordinatensystems, die Verschie- 
bung geschehe parallel der X-Achse, so kann die Ellipse E^ (Fig. 12), deren Mittelpunkt 
im Ursprung liegt, dargestellt werden durch die Gleichungen: 

X = a cos t, y = b sin t 

die um die Strecke c verschobene Lage E^ dagegen durch: 

X = c + a cos t, y = b sin t 

Die Tangente in einem Punkte (x, y) dieser Ellipse E^ ist: 

dy 

ri — j _ 

4 - 




Fig. 12. 



(54) 



(55) 



X 



dt 
dx 
dt 



b cos t 



— a sin t 



(56) 
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und wenn diese Tangente durch den Ursprung gehen soll, so muss daher die Relation 
bestehen : 

y - - -^ ctg t (57) 



X a 

Der Berührungspunkt würde erhalten werden, indem man t, x und y aus den 
3 Gleichungen (55) und (57) bestimmt; die Gleichung der Berührungspunktkurve erhält 
man durch Elimination von c und t aus denselben 3 Gleichungen oder, da c nur in einer 
derselben enthalten ist, durch Elimination von t aus den beiden andern; aus (55) folgt: 

y 

sin t = ^, somit durch Substitution in (57): 



X = _ > yj^ ?! oder ay2 = - bx Vb« ~ y«, 

X a y "^ ^ ' 

woraus durch Quadrieren: 

aV +h*x^y« — b*x'^ = (58) 

d. h. eine Kurve vom 4*®" Grad von der in Fig. 12 aufgezeichneten Gestalt C. Be- 
stimmt man die Schnittpunkte dieser Kurve mit der ursprünglichen Lage Eq der 
Ellipse, so zeigt sich, dass diese Schnittpunkte Endpunkte zweier konjugierten Durch- 
messer von Eo sind, wie übrigens auch direkt ersichtlich ist, wenn man die ganze 
Figur als Parallelprojektion des speziellen Falles ansieht, dass die Ellipse ein Kreis 
ist, da dann diese Durchmesser als Projektionen von senkrechten Kreisdurchmessern 
auftreten. Wählt man ausserdem, wie dies in Fig. 12 geschehen ist, die Dimensionen der 
Ellipse so, dass die Dreiecke AB A' und AB' A' gleichseitig sind, d. h. a : b = 1 : V3> 
so schneiden sich Kurve C und Ellipse Eq unter rechten Winkeln; die Tangenten an 
die beiden Kurven in den Schnittpunkten bilden lauter Winkel von 30 und von 60^ 
mit den Achsen*). 



a) Berührungspunktkurve einer Schar von gemeinen Cykloiden. 

Die Bahnlinie, welche zugleich die Richtung der seitlichen Verschiebung der 
Cykloide behufs Erzeugung einer Schar angiebt, sei die X-Achse, das vom Pol P auf 
diese gefällte Lot sei die Y-Achse, alsdann sind die Koordinaten irgend eines Punktes 
derjenigen Cykloide, die ihren Anfangspunkt im Ursprung hat, nach (10) gegeben durch: 

X == r t — r sin t, y = r — r cos t 

Die Gleichungen einer Cykloide, deren Anfangspunkt im Punkte (c, o) liegt, 
sind demnach: 

X = c + r t — r sin t, y := r — r cos t (59) 



*) Sollte dieses Programm einem der Herren zu Gesicht kommen, die im Jahre 1899 die württ. 
Reallehrerprüfung gemacht hahen, so wird sich derselbe vielleicht des betrefifenden Zeichenblattes erinnern. 
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woraus sich ergiebt 



-^ .- = r — r cos t, ~T~ = r sin t (60) 

dt dt 

, , dy Bint 2 ^"^ ¥ <^<>» i ^, t .„,. 

'^•'^- TF = l^=:^^t = 2 sin'' ^ " ^ 2 ^^1) 

somit die Tangente in einem Punkte (x, y) dieser Cykloide 

Mit variablem i und t), dagegen konstantem c und t, bedeutet diese Gleichung 
(62) in Verbindung mit (59) die Tangente in einem durch t bestimmten Punkt eines 
durch c festgelegten Individuums der Cykloidenschar. Mit konstantem i, t] und c liesse 
sich der Berührungspunkt (x, y) einer Tangente von ($, y)) aus ermitteln, indem man 
die durch (59) ausgedrückten Werte von x und y in (62) einsetzt, aus der entstandenen 
Gleichung den Winkel t bestimmt und diesen Wert wieder in (59) substituiert. Um 
die Gleichung der Berührungspunktkurve zu erhalten, musste man schliesslich c aus 
den beiden Werten von x und y eliminieren. Das Eliminationsresultat würde aber 
offenbar dasselbe werden, wie wenn man c und t aus den 3 Gleichungen (59) und (62) 
eliminiert, oder, da c wieder nur in einer dieser 3 Gleichungen enthalten ist, t aus 
den beiden andern. 

Die Gleichung der Berührungspunktkurve für den Pol (o, b) ergiebt sich also 
durch Elimination von t aus den beiden Gleichungen: 

y = r — r cos t = 2r sin* ^, (wie 59) 

und ^-^ = ctg |; (63) 

t y 
die erste von beiden giebt sin* ^ ^= ^~, hiermit wird 



Ctg I = Vcosec'^ A _ 1 _ V ^""-"^ ^ (6*) 

durch Substitution in (63) und Quadrieren erhält man dann 

xM2r-y)~y(y-b)* = (65) 

als Gleichung der Berührungspunktkurve der Cykloidenschar*). 

Man erhält deren sogenannte negative Fusspunktkurve, d. h. diejenige 



•) Dass die sich ergebende Gleichung vom dritten Grad sein würde, war übrigens vorauszusagen, 
da nach den Ausführungen im elementaren Teile Seite 22 jede durch den Pol gezogene Sekante ausser 
diesem Doppelpunkt der Kurve noch einen Punkt mit derselben gemein hat. Im Falle der Epi- und 
der Hypocykloiden wird die Kurve dagegen durch jede solche Sekante ausser im Pol in zwei weiteren 
Punkten (C und C in Fig. 9 und 10) geschnitten; die Gleichung der Berührungspunktkurve einer 
Cykloidalenschar wird also vom vierten Grade werden (vergl. 90). 
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Kurve, deren Fusspanktkurve (65) ist, indem man durch den Pol (o, b) beliebige 
Gerade zieht, in ihren Schnittpunkten mit (65) Lote errichtet und die Umhüllung dieser 
Lote bestimmt. Eine beliebige Gerade durch (o, b) ist: 

y — b = m X oder y = m x + b (66) 

durch Substitution in (65) erhält man für die Schnittpunkte 

X* (2r - mx — b) - (mx + b) m*x« = (67) 

d. h. Xi = und x^ = o, wofür dann y^ = y^ = b, zwei Schnittpunkte fallen in 
den Pol selbst, den dritten erhält man nach Division durch x'^: 

_ 2r — b — m^b _ 2r _ h_ 

^» ~ m (1 + m*) ~ m (1 + m^) m . ..^^ 

Das Lot auf der Geraden (66) in diesem Schnittpunkt ist also: 

2 1» t) 

X + my = Xg + my^ = oder mx + m*y = 2r — • b (69) 



und 



Die Umhüllung dieser Lote ergiebt sich durch Elimination von m aus (69) 
d (69) ^ 
dm 

— X 

X + 2my = 0, woraus m = —^ — , und dies in (69) eingesetzt: 



x'-* . X« 



+ -j - = 2r — b oder schliessHch x« = 4 (b — 2r) y (70) 



2y ' 4y 

dies ist aber die Gleichung einer Parabel; d.h. die Berührungspunktkurve der 
Cykloidenschar ist zugleich Fusspunktkurve einer Parabel, deren Achse 
das Lot vom Pol P auf die Cykloidenbahn und deren Brennpunkt um (b — 2 r) über 
der Bahn, d. h. um den Durchmesser 2r tiefer als der Pol liegt. 

Über den Verlauf unsrer Berührungspunktkurve ist aus ihrer Gleichung (65) 
zu ersehen: 

Alle negativen Werte von y und alle positiven Werte von y, die grösser sind 
als 2r, liefern imaginäre Werte von x, d. h. die Kurve verläuft ganz zwischen der 
Bahn y = o und der Scheiteltangente y = 2r. 

Die Abscisse x ist in der Gleichung nur auf der zweiten Potenz enthalten, 
somit ist die Y-Achse Symmetralachse der Kurve. 

Für y r= 2r wird x = + oo; die Scheiteltangente y = 2r ist Asymptote der 
Kurve; eine weitere Asymptote liefert die Untersuchung der Gleichung (65) nicht. 

Für y = sowie für y = b wird x = o; für x = wird y^ = o, yg = y» — b, 
d. h. der Ursprung des Koordinatensystems und der Pol (o, b) sind Kurvenpunkte und 
zwar der letztere ein Doppelpunkt, was auch schon aus (67) zu ersehen war; das 

(3*F A^ 9^F d^F > 
— — I _^^ , . 0, zeigt, wie leicht nachzurechnen, dass der 

9x . 3y / 3x ?y <^ ' o » ' 

Pol ein eigentlicher Doppelpunkt (Knotenpunkt) ist, wenn er zwischen Bahn und 
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Scheiteltangente liegt, er ist Rückkehrpunkt, wenn er auf einer dieser beiden 
Geraden liegt und isolierter Punkt, wenn er unterhalb der Bahn oder höher als 
die Scheiteltangente liegt. 

Zum Zweck der Untersuchung des ferneren Verlaufes der Kurve bilde man 
noch aus 

X = ± (y - b) VöT^ (71) 

2r — y 

die Differentialquotienten ;, - und ^ -^, so erhält man für dieselben 

dy dy^' 

dx _ 3ry — y^ — rb 

dy ~- Vy(2r-"y?' ^^^^ 

d^x _ r(3ry-2by + rb) 

dy* -- Vy»(2r-y)« ^ ^ 

d X 
Die Kurventangente wird parallel der Bahn, wenn ,- = oo, d. h. wenn 

in (72) der Nenner Vy (2r — y)» = wird, ohne dass der Zähler verschwindet; der 
Nenner wird = in den beiden Grenzfällen y = Ü und y = 2 r, d. h. im Ursprung 
und im unendlich fernen Punkt der Kurve. 

Im ersten dieser beiden Fälle würde zugleich der Zähler = werden, wenn 
auch b = 0, dann ist aber, wie angegeben, der Ursprung Rückkehrpunkt, die Gleichung 
der Kurve ist: 

y» = xM2r-y) (74) 

Die Berührungspunktkurve der Cykloidenschar in Beziehung 
auf einen auf der Bahn liegenden Pol ist identisch mit einer gewöhn- 
lichen Cissoide. 

Im zweiten Fall (y = 2r) wird zugleich der Zähler = 0, wenn auch b = 2r; 
unter dieser Voraussetzung wird die Kurvengleichung 

x^ (2r — y) — y (y — 2r)« = oder 
(2r-y)[x«-y(2r-y)] = (75) 

Für den Fall, dass der Pol auf der Scheiteltangente liegt, zer- 
fällt unsre Kurve in die Scheiteltangente y = 2r und einen mit dem 
Rollkreis kongruenten Kreis x* = y (2r — y). 

Die Kurventangente wird senkrecht zur Bahn in den Punkten, für welche 

dx 

- — = 0, d. h. für welche in (72) der Zähler = 0, ohne dass zugleich der Nenner 

dy 
verschwindet; aus 3ry — y^ — rb = folgt aber 



y ^ 3r±Vr(9r-4b) (76^ 

So lange b negativ ist, ist die Quadratwurzel reell und zwar stets grösser 
als 3 r, die Gleichung (76) liefert also zwei reelle Werte von y, aber derart, dass der 
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eine > 3r, der andere < 0, für beide wird daher x imaginär, somit: liegt der Pol 
unterhalb der Bahnlinie, so hat die Berührungspunktkurve der Cykloiden- 
schar keine Tangente senkrecht zur Bahn. 

Für b = ist die zur Bahn senkrechte Tangente zugleich Tangente im 
Rückkehrpunkt der Cissoide. 

Liegt der Wert von b zwischen und2r, so ist Vr(9r — 4b) reell 
und zwar kleiner als 3 r und grösser als r ; aus (76) erhält man für y zwei Werte, von denen 
der eine > 2 r, also unbrauchbar; der andere, der zwischen und r liegt, liefert zwei 
brauchbare gleiche und entgegengesetzte Werte von x, d. h. liegt der Pol zwischen 
Bahn und Scheiteltangente, so hat die Kurve zwei gegen die Y-Achse 
symmetrische zur Bahn senkrechte Tangenten, deren Berührungspunkte 
zwischen der Bahn und der Parallelen y = r liegen. 

Für b = 2r sind die beiden Kreistangenten x = + r senkrecht zur Bahnlinie. 

Ist 2r < b < 2j r, so ist r > Vr (9 r — 4 b) > 0, die Quadratwurzel also 
reell und (76) liefert zwei zum Werte 1^ r symmetrische brauchbare Werte für y; 

d. h. liegt der Pol über der Bahn in einer Höhe zwischen 2r und 2^ r, 

so hat die Berührungspunktkurve zwei Paare von zur Bahn senk- 
rechten Tangenten; die Berührungspunkte liegen in der Höhe zwischen r und 2r 

und zwar diejenigen des einen Paares um ebensoviel tiefer als 1^^ r, um wieviel die 
des anderen Paares höher als 1^ r. 

Für b = 2^ r folgt aus (76) y^ = y^ = 1^ r; hiermit wird aber nach (73) 

d*x 1 

auch — j = 0, d. h. liegt der Pol noch um j r höher als die Scheitel- 
tangente, so fallen die zwei Paare von senkrechten Tangenten zu- 
sammen, die Kurve hat zwei Wendepunkte mit zur Bahn senkrechten 
Wendetangenten. 

Die Abscissen dieser Wendepunkte (deren Ordinalen y = 1 ^ r) ergeben sich 
aus der Kurvengleichung (65): 

X = ± I r V3. 

Diese Wendepunkte lassen sich also einfach konstruieren, indem man über dem 
Stück der Y-Achse zwischen y = | r und dem Pol y = 2| r nach beiden Seiten hin 
gleichseitige Dreiecke konstruiert (vergl. Wg in Fig. 16)*). 

Liegt endlich der Pol höher als 2^^ r über der Bahn, so ist eine 

zur Bahn senkrechte Tangente an die Berührungspunktkurve nicht 
mehr möglich, da die Quadratwurzel in (76) imaginär wird. 



*) Dieser Fall wurde von mir in der Reallehrerprüfung 1896 als Aufgabe für das geometrische 
Zeichnen gewählt. 
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d«x 



Unterwirft man den zweiten Differentialquotienten ^--^ einer ähnlichen Be- 
handlung, um über etwaige Wendepunkte Aufschluss zu erhalten, so erhält man da- 
durch, dass man den Zähler von (73) gleich Null setzt, eine in Beziehung auf y lineare 
Gleichung, also höchstens ein Paar Wendepunkte, deren Ordinate sich ergiebt: 

rb r 



y = 



2b — 3r 



2-3 



(77) 



Hieraus ist ersichtlich, dass für negative b, d. h. solange der Pol unterhalb 
der Bahn liegt, stets ein Paar Wendepunkte vorhanden sind, die zwischen y = 

und y = y liegen; für b = fallen im Rückkehrpunkt der Cissoide zwei Wende- 




Fig. 13. 



punkte zusammen; liegt der Pol zwischen Bahn und Scheitel tangente, so hat die Be- 
rührungspunktkurve keine Wendepunkte; für 2r < b < 2- r liegen die Wendepunkte 

zwischen y = 2r und y = 1^ r; liegt der Pol um 2j r über der Bahn, so haben die 

Wendepunkte die Koordinaten y = l2r, x=+^r V3 und die Wendetangenten sind 

senkrecht zur Bahn; Pole zwischen y = 2^ r und y = 3r ergeben Wendepunkte 

zwischen y = 1^ r und y = r; ist die Ordinate des Pols gleich 3r, so liegen die 

Wendepunkte in halber Höhe zwischen Bahn und Scheiteltangente mit den Koordinaten 
y = r und x = ±2r, zugleich zeigt (72), dass in diesem Fall die Wendetangenten 
gegen die Bahnlinie unter 45^ geneigt sind (vergl. Ojo in Fig. 17); Pole höher als 3r 

über der Bahn liefern stets Wendepunkte zwischen y = r und y = g- 
Für b = 00 geht die auf die Form 

x*(2r-y) 



y = 



(y ~ b) 



2 



(78) 
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gebrachte Kurvengleichung (65) über in y = 0, d. h. die Bertthrungspunktkurve ist 
nichts anderes als die Bahn selbst. Liegt dagegen der unendlich ferne Pol nicht senk- 
recht über der Bahn, sondern ist unendlich ferner Punkt einer unter dem Winkel tp 
gegen die Bahn geneigten Geraden, d. h. sollen an die Cykloidenschar in dieser Richtung 
Tangenten gezogen werden, so erhält man den geometi*ischen Ort der Berührungs- 
punkte, indem man Gleichung (65) auf ein schiefwinkliges System (X', Y') transformiert, 
dessen Abscissenachse wieder die Bahn ist, und dessen Ordinatenachse durch den 
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Fig. 14. 



vorerst im Endlichen liegenden Pol parallel mit jener Richtung gezogen ist. Die 
Transformationsformeln lauten dann: 



l 



I 



(79) 



X = x' + y' cos <p — b ctg <p 
j = y* sin f 

und die Gleichung (65) wird: 

(x' + y' cos 9 — b ctg <p)* (2 r — y ' sin <p) = y' sin ^ (y' sin <p — b) ^ (80) 



Führt man die Quadrierung aus, dividiert mit b*^ und lässt die Ordinate -. — 
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des Poles, oder, was dasselbe bedeutet, b selbst unendlich gross werden, so bleibt 
von (80) nur noch übrig 

ctg* 9 (2r — y' sin f) = y' sin <p 

COS^ cp 

oder y' sin 9 (1 + ctg* f) = 2r ctg- <p oder y' = 2r . - ^ (81) 

sm cp 

d. h. eine Parallele zur Bahn, deren schiefe Ordinate 2 r — ; — — sich leicht mittelst des 

' sm (p 

Dreiecks NOT in Fig. 6 verifizieren lässt. 




Fig. 15. 



Für den Verlauf unsrer durch Gleichung (65) ausgedrückten Berührungspunkt- 
kurven sind die Berührungspunkte der zur Bahn senkrechten Tangenten, sowie die 
Wendepunkte von entscheidender Bedeutung; man wird also eine grössere Übersicht 
gewinnen, wenn man sich die geometrischen Örter dieser speziellen Punkte bei ver- 
änderlichem Pol aufzeichnet; die Gleichungen derselben erhält man durch Elimination 

d X d* X 

von b aus (65) und — — = bezw. -=— ^ = 0. 



dy 



dy 



8 



Mit -= — = ergiebt Gleichung (72) b = ^^ "" ^ und hiermit nach Sub- 
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\ ^ ^"3"- L L 
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stitution dieses Wertes in (65) die Gleichung des Ortes der Berührungspunkte der 
zur Bahn senkrechten Tangenten: 

r«x« = y«(2r-y) (82) 

Die Wendepunkte erfordern -=—7 = 0, d. h. nach (73) b = ^ — -£— und da- 
durch als Gleichung des geometrischen Ortes der Wendepunkte: 

y2(2y_r)« = 4y»(2r-y) (83) 

In Fig. 13 ist durch die Kurve B der geometrische Ort der Berührungspunkte 

senkrechter Tangenten dargestellt, die Kurve W mit der Asymptote y = -^ ist der 

geometrische Ort der Wendepunkte. 

Die Figuren 14 bis 17 zeigen den Verlauf unsrer Berührungspunktkurve (65), 
je nachdem die Ordinate des auf der Y-Achse wandernden Poles die verschiedenen 
Werte zwischen (— 00) und (+ 00) annimmt; P bezeichnet stets den Pol, C die Be- 
rührungspunktkurve der Cyklo- 

idenschar, ic die Parabel, deren 1 

Fusspunktkurve die erste ist und 
F den Brennpunkt dieser Parabel- 

Pj (Fig. 14) liegt unter- 
halb der Bahn, die Kurve C^ 
hat ein Paar Wendepunkte (Wj) 
und keine zur Bahn senkrechten 
Tangenten. 

Pg (Fig. 15) liegt auf der 
Bahn, C, ist die Cissoide, die Ent- 
fernung FjPg des Brennpunkts 
F, der Parabel ir, von deren 
Scheitel ist gleich dem Durch- 
messer des rollenden Kreises. 

Pg liegt um ^ r, P^ um r, 

P5 um 1^ r über der Bahn, diese Pole sind Knotenpunkte der Kurven C„ C4 und Cg, 

die Tangenten in ihnen an die Kurvenzweige machen mit der Symmetralachse PjP« 
Winkel von 30, 45 und 60% wie leicht aus (72) zu ersehen. 

Pß liegt auf der Scheiteltangente; die Kurve Cg besteht aus dieser und dem 
Kreis mit Durchmesser PgPß. 

P7 (Fig. 16) liegt um weniger als ^ r über der Scheiteltangente, daher sind 
an die Kurve C7 zwei Paare von zur Bahn senkrechten Tangenten möglich, deren 
Berührungspunkte um gleichviel höher und tiefer als 1 ^^ r liegen. 

Pg liegt um 2j r über der Bahn, je zwei senkrechte Tangenten (von C7) fallen 

bei Cg in eine Wendetangente im Wendepunkt Wg zusammen, dessen Konstruktion ver- 
mittelst gleichseitigen Dreiecks bereits Seite 41 angegeben ist. 
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Fig. 16. 
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Für Pole höher als 2^ r (P^, P^o ... .) sind keine Tangenten senkrecht zur 

Bahn mehr möglich. 

So lange der Pol unterhalb der Bahn liegt, oder über der Bahn, aber nicht 
höher als die Scheiteltangente, ist die Parabel, deren Fusspunktkurve die Berührungs- 
punktkurve der Cykloidenschar ist, nach abwärts gewendet, die Parabel und ihre 
Fusspunktkurve haben nur ihren Berührungspunkt im Scheitel gemeinsam; liegt da- 
gegen der Pol über der Scheiteltangente der Cykloide (P7 bis P12), so haben beide 
Kurven ausser diesem Berührungspunkt noch je zwei weitere Punkte (0) gemeinsam, 
die offenbar solche Punkte sein müssen, für welche die Parabelnormale durch den 
Pol P geht. Man erhält die Koordinaten dieser gemeinsamen Punkte, indem man x 
und y aus den Gleichungen der beiden Kurven bestimmt, nämlich aus 

x«(2r-y)-y(y-b)« = (65) 

und x« = 4(b — 2r)y (70) 

durch Substitution ergiebt sich: 

4 (b - 2r) y (2r - y) - y (y - b)^ = 0, 

welche Gleichung in erster Linie durch y^ = befriedigt ist, diese Lösung bedeutet 

den gemeinsamen Scheitel beider Kurven ; nach Division mit y lässt sich die Gleichung 

schreiben : 

y2 — 2y (4r - b) + (4r - b)^ = 



woraus 



^;} = 4r-b (84) 



Der Doppelwert für y bedeutet, dass die beiden Kurven sich in ihren gemein- 
samen Punkten berühren, und zwar liegen diese gemeinsamen Berührungspunkte um 
ebensoviel unter der Scheiteltangente, als der Pol über derselben (y2 + b = 4r); 

sind demgemäss O9, 0^^ diese gemeinsamen Punkte, so werden die Strecken P9O9, 

PioOio , .... in ihren Schnittpunkten mit der Scheiteltangente halbiert. Für die 
Pole Pio und P^ sind nur noch die Kurven Cjo und 0^ in Fig. 17 eingezeichnet, die 
Parabeln iz^q und iz^^ dagegen weggelassen, da sie sich von den ersten zu wenig 
unterscheiden. Die Berührungspunktkurve Ci2 (big = 4:r) und ihre negative Fuss- 
punktkurve TCjg sind gleichfalls weggelassen, dieselben haben in O^g eine sechs- 

punktige Berührung; die gemeinsamen Tangenten in O9, O^o und 0,, (b = 2^ r, 

3 r und 3 ^ r) sind gegen die Bahn unter 60, 45 und 30 ® geneigt. 

Die Abscissen der Punkte sind unschwer durch Substitution von (84) in (65) 
oder (70) zu ermitteln; man erhält den geometrischen Ort aller gemeinsamen Punkte 
von Berührungspunktkurve und Parabel für den Fall, dass sich der Pol auf der zur 
Bahnlinie senkrechten Geraden F12P12 bewegt, durch Elimination von b aus (65) 
und (70) oder aber aus einer dieser beiden und der aus ihnen abgeleiteten Gleichung 
(84); durch Substitution erhält man: 

x^ = 4y (2r — y) oder x^ + 4 (y'^ — 2ry) = 
oder X« + 4 (y — r)^ = 4r'- oder endlich j^ + ^^~^ ^^' = 1 (^5) 
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Der geometrische Ort ist also eine Ellipse (Fig. 17), deren Mittel- 
punkt der Punkt (o, r), deren mit der Bahn parallele Achse = 4r und deren zur 
Bahn senkrechte Achse = 2r, d. h. gleich dem Durchmesser des der Cykloidenschar 
zu Grunde liegenden Kreises ist. 

Betrachtet man die Scheiteltangente der bisherigen Cykloidenschar, wie dies 
in der oberen Hälfte der Fig. 17 geschehen ist, als Bahn für eine neue mit der 
ersten kongruente Cykloidenschar, so ist aus dem Umstände, dass die verschiedenen 
Strecken PO alle durch die neue Bahn halbiert werden, leicht zu ersehen, dass jeder 




Fig. 17. 



Punkt nichts anderes ist als der dem entsprechenden Pole P zukommende Krümmungs- 
mittelpunkt desjenigen Individuums der neuen Cykloidenschar, das eben gerade durch 
diesen Pol hindurchgeht. Von diesem Standpunkte aus würde der Satz lauten: 

Lässt man eine gemeine Cykloide parallel ihrer Bahn fort- 
schreiten, schneidet man die so entstandene Cykloidenschar durch 
eine Gerade senkrecht zur Bahn und bestimmt für jeden Schnittpunkt 
den Krümmungsmittelpunkt, so liegen diese sämtlichen Krümmungs- 
mittelpunkte auf einer Ellipse mit den Achsen 4r und 2r. 

Ahnlich einfache geometrische Orter für die Krümmungsmittelpunkte würde 
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man erhalten, wenn man die Gykloidenschar dnrch einen Kreis, eine Ellipse, eine 
schiefe Gerade etc. schneiden würde. 

Die Figuren 14 bis 17 zeigen, in welclier Weise die Berührungspunktkarve einer Gykloiden- 
schar ilire Form ändert, wenn der Pol auf einer zur Bahn senkrechten Geraden fortschreitet; hierbei 
ändert sich auch stets die Parabel, deren Fusspunktkurve die erstere ist. Es ist nun ganz einfach, 
durch proportionale Vergrösserung oder Verkleinerung Aufschiuss zu erhalten über das Degenerieren 
der Fusspunktkurve einer konstant bleibenden Parabel, wenn der Pol die Parabelachse vom einen 
unendlich fernen Punkte zum andern durchläuft. Es möge hier nur hervorgehoben werden, dass der 
Fall der Kurve Cq, welche sich aus einem Kreis nebst Tangente zusammensetzt, jetzt nicht mehr, oder 
wenigstens nicht mehr im endlichen Gebiete, auftritt, da der Parameter der Parabel Hq gleich Null ist, 
die betreffende Figur also unendlich mal vergrössert werden muss; ebenso erhält man auf diese Weise 
den Fall nicht, dass die Fusspunktkurve der Parabel auf einen in ihren Brennpunkt fallenden Pol 
bezogen wird, da die betreffende Figur unendlich mal verkleinert werden müsste; in beiden Fällen ist 
die Fusspunktkurve der Parabel nichts anderes als ihre Scheiteltangente. 



b) Berührungspunktkurve einer Schar von Epi- oder von 

Hypocykloiden. 

Der Kreis Kj in den Figuren 9 und 10 sei Bahnkreis, der Kreis Kg Scheitel- 
kreis einer Cykloidalen, durch deren Drehung um den Mittelpunkt eine zwischen 
beiden Kreisen verlaufende Schar von Epicykloiden (Fig. 9) oder von Hypocj^kloiden 
(Fig. 10) entsteht; von dem Pole P aus seien an die einzelnen Individuen der Schar 
Tangenten gezogen und es soll die Gleichung des geometrischen Ortes der Berührungs- 
punkte dieser Tangenten aufgestellt werden. 

Der Radius des Bahnkreises K^ sei wieder R^ derjenige des rollenden Kreises + r, 

je nachdem die Cykloidale eine 1 ^t Jcykloide ist, so ist der Radius des Scheitel- 
kreises Kg in beiden Fällen gleich (R + 2r) zu setzen; die Entfernung des Poles P 
vom Mittelpunkt sei b, die Verbindungslinie dieser beiden Punkte sei Y-Achse, das 
in auf derselben errichtete Lot sei X-Achse, so ist für diejenige Cykloidale, deren 
Anfangspunkt auf der X-Achse liegt (vergl. Fig. 1 und 2), die Tangente ausgedrückt 
durch die Gleichung 

R -|- 2r , R -f- 2r , /t» • o \ • R x /on\ 

X sm —^ — t — y cos — ^ — t = (R + 2r) sm ^^ t (29) 

Um die Tangentengleichung für eine Cykloidale zu erhalten, deren Anfangs- 
punkt um den Zentriwinkel c auf dem Bahnkreis vorwärtsgerückt ist, denke man sich 
das Koordinatensystem um denselben Winkel c zurückgedreht mittelst der Trans- 

{X — x' cos c -4- v' sin c ^ 
T "^^ >, so liegt die vorgerückte Cykloidale 

y =: — x' sin c + y' cos c j' ^ ^ 

gegen das ursprüngliche System (X, Y) genau ebenso wie die erste Cykloidale gegen 

das um den Winkel (— c) gedrehte neue Koordinatensystem (X', YO; man hat also 

nach Benützung der Transformationsformeln einfach die Accente wieder wegzulassen 

und erhält somit: 
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X 



— y 



f . R + 2r ^ , R + 2r , . ) 
l sm — PT — t cos e 4- cos — A t sin c ' 



l 



— ö t COS C + COS ^ 

2t 2r 



i 



R + 2r, 
cos - o- - 1 cos c 
2r 



. R + 2r ^ . 

sin — A t sin c 

2r 



R 



= (R + 2r) sin ^^ t 



oder X sin ( ^ +^^'' t + c) - y cos {^4^ t + c) = (R + 2r) sin -^ t (86) 
Soll diese Tangente durch den Pol (o, b) gehen, so mnss sein: 

- b cos {^ + ^'^ t + e) = (R + 2r) sin f- t (87) 



Für eine bestimmte Cykloidale, d. h. gegebenes c, Hesse sich t aus (87) be- 
stimmen und der Berührungspunkt würde sich ergeben durch Einsetzen dieses Wertes 

d (86) . 
dt • 

-» '-■-' ^ ^ ■ -* E + 2r •(^ + 2r)2^cos2-t 



in (86) und 



X cos 



( 



2r 



, \ , . /'R + 2r 
+ c J + y sm (^- X- 



t + c 



) 



= R cos 



2r 



(88) 



Die Gleichung der Berfihrungspunktkurve der Cykloidalenschar würde dann 
erhalten werden können durch Elimination von c aus den aus (86) und (88) ermittelten 
Koordinaten des Berührungspunkts; dieses Elirainationsresultat lässt sich aber auch 
direkt ableiten durch Elimination von c und t aus (86), (87) und (88). 

(86)^ + (88)^- X* + y« = (R + 2r)''^ sin* -?^ t + R« cos« -^ t 



2r 

x^ + y« - R'^ = 4r (R + r) sin« -^- t 



2r 



oder 



(89) 



aus (87): 



und demnach 



cos 



ef/^'+«)=- 



R4-2r . R ^ 

- , sm o— t 

b 2r 



: sin ( 



R + 2r 
2r 



t + c) = i- Vb« - (R + 2rr sin« ^^ t, 



durch Substitution dieser Werte in (86): 



X Vb''-(R + 2r)* sin*-^t + y(R + 2r) sin -^ t = b (R + 2r) sin -^^ t 

oder X« { b'' — (R + 2r)* sin« -^^ t ! = (y - b)« (R + 2r)'' sin« ^- t 

oder b«x« = (R + 2r)« sin« -^ t x» + (y - b)« } 

schliesslich vermöge (89) als gesuchte Gleichung der Berührungspunktkurve: 



(X* + y 



R.) { X^ + (y _ b)« ! = i^'- (?.+ ^ X« 



I 



(R + 2r)- 



(90) 
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Um die negative Fasspunktkarve dieser Kurve zu erhalten, ziehe man wieder 
durch den Pol (o, b) eine Anzahl Strahlen, errichte in deren Schnittpunkten mit (90) 
Lote und bestimme deren Umhüllung. Ein beliebiger Strahl durch P hat die Gleichung 

y — b = mx, ein Lot auf demselben: 
X + my = c (91) 

der Schnittpunkt beider hat die Koordinaten 

c — mb b + mc , ,. m (c — mb) 

X = -zr—, — ö-> y = H-\ — i-j woraus (y — b) = — ^^ ^ 

Dieser Schnittpunkt muss auf (90) liegen; die Substitution ergiebt: 

( (c^ + b') (1 -h m^) \ (c — mb)«(l + m^) _ 4b^r(R + r) (c - mb) 

I (1 + m«)« ^ j (1 + m«)« ~ (R + 2r)« " (1 + m^^ 

Diese Gleichung liefert vor allem Ci ^ Cj = mb, wodurch das Lot im Pole 

selbst erhalten würde, die anderen Lote erhält man nach Division durch ^7^ — ; — ^^ : 

' (1 + m ) 

4b*r(R + r) 

c* + b* — R^ (1 + m^ = (R + 2r)* ' woraus 

c« = R* (1 + m») - (R^^^2r)« ^^^^ 

Hiermit wird die Gleichung (91) des Lotes: 

x+my = ±RVl + m«- ^^ ^'^^^ (93) 

Die Gleichung der negativen Fusspunktkurve ist das Resultat der Elimination 
von m aus (93) und 

d(93) +mR 

— ^ — - : y = ~ :^^, woraus 

dm ^ W, . . b« 



1 + m* 



(R + 2r) 



\/ 1 + m* — -= T^-^r^ = -f und andrerseits durch Quadrieren 

(R -f- 2r)* ~ y 

■»' <«' - rt = y (1 - (R^) «ä« m = ^^^, vrr^"|2~ 

Durch Einsetzen dieser Werte in (93) wird diese Gleichung 

mR^ , R^-y^ , 
X + my = oder x := m =^— oder 



X 

und Dividieren: 



1 — y^ — ^^/ , woraus schliesslich durch Quadrieren 
(K + ^r) 



Y^ V^ 



b» \ ' ß 



^* (} (R + 2r)* ) 
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Die Berührungspunktkurve der Cykloidalenschar ist also Fosspunktkurve eines 
Kegelschnitts, dessen auf der Y-Achse gelegene Hauptachse (grosse bezw. reelle) der 




Fig. 18. 



Durchmesser des Bahnkreises ist; der Kegelschnitt selbst ist, je nachdem b* ^ (R + 2r)*, 
d. h. je nachdem der Pol { h ih f ^^^ Scheitelkreises liegt, eine | ^t k i r> deren 
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R 
Brennpunkte vom Mittelpunkte die Entfernung b . .p ^ haben;fürb^^(R4-2r)^ 

wird die negative Fusspunktkurve x^ = 0, d. h. die Y-Achse als Grenzfall zwischen 
Ellipse und Hyperbel. 

In Fig. 18 ist K^ der Bahnkreis, Kg der Scheitelkreis einer Cykloidalen, wobei 
der Radius (R + 2r) von Kg doppelt so gross angenommen ist als der Radius R 
von Kj, so dass die Cykloidale eine zweiastige Epicykloide Z ist; diese werde gedreht 

um 0, so entsteht eine Kurvenschar und es sind für die verschiedenen Pole P^, Pg 

die Berührungspunktkurven Cj, Cg der entstandenen Schar konstruiert. 

Liegt der Pol im Mittelpunkt 0, d. h. ist b = 0, so geht die Gleichung (90) 
der Berührungspunktkurve über in 

(X« + r- R') (X' + y^) = (95) 

d. h. die Kurve zerfällt in den Bahnkreis K^ (Co) und den isolierten Punkt 0. 

So lange sich der Pol P auf dem Radius OP nicht weiter als (R + 2r) vom 
Mittelpunkt entfernt hat, sind die Berührungspunktkurven zugleich Fusspunktkurven 
von Ellipsen, deren gemeinschaftliche grosse Achse der Durchmesser P^A des Bahn- 
kreises ist; diese Ellipsen sind in der Fig. 18 nicht gezeichnet, es sind nur ihre einen 
Brennpunkte F^ Fg, F3 und F^ angegeben. Für Pj ist b < R, die Kurve C^ hat zu 
beiden Seiten des Scheitels P^ einen Wendepunkt; liegt der Pol Pg auf dem Bahn- 
kreis, so hat die Kurve C, dort einen Rttckkehrpunkt ; P3 liegt zwischen Bahn- und 
Scheitelkreis und ist ein Doppelpunkt der Kurve C3, die Tangenten an die beiden 
Kurvenzweige sind diejenigen Sehnen von Kg, welche in P3 im Verhältnis 

1 : (2n + 1) = r : (R + r) = 1 : 3 (vergl. elementarer Teil Seite 24) 
geteilt sind; P4 liegt auf dem Scheitelkreis, mit b = R + 2r lautet (90): 

(X« 4- y2 _ R2) ] x2 ^ (y - R — 2r)2 } = 4r (R + r) x« (96) 

nach früherem soll die Kurve in die zwei Kreise C4 zerfallen, durch deren Rollen 

auf Kj die Epicykloide Z erzeugt werden kann; dies zeigt in der That auch Gleichung 

(96), wenn das Koordinatensystem parallel nach P4 verschoben wird, dieselbe geht 

dann über in 

I X.2 ^ y.2 ^ 2y (R + 2r) + 4r (R + r) 1 (x'^ + y'O = 4r (R + r) x'^ 

und diese Gleichung kann übergeführt werden in 

(x'2 + y« + 2ry0 } x'« + y'* -f 2y' (R + r) I = (97) 

jeder der beiden Faktoren gleich Null gesetzt bedeutet einen der beiden Kreise. 

Rückt der Pol P auf dem verlängerten Radius OP in unendliche Entfernung, 
so wird b = 00 und (90) wird nach Division durch b^: 

(x=« + y>« _ R«) = |f J^+^^) X* oder 

(R + 2rr-4r^R+j^ 
X (R + 2r)^ +y — K oaer 

^* + -S- = 1 (98) . 



(E + 2r)* ' R' 
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d. h. zieht man an die Schar von Epicykloiden lauter Tangeuten parallel P, so liegen 
die sämtlichen Berührungspunkte auf der Ellipse C^ mit den Halbachsen (R + 2r) 
und R. Zwei dieser Tangenten sind in Fig. 18 angegeben, nämlich in den Schnitt- 
punkten der Ellipse C^ und der Epicykloide Z; ebenso wird Z berührt von jeder 
Geraden, die man von einem Schnittpunkt zwischen Z und einer Kurve C nach dem 
betreffenden Pol P zieht. 

Zieht man von einem Pol Pg ausserhalb des Scheitelkreises an diesen die beiden 
Tangenten 

SO haben deren Berührungspunkte T die Koordinaten 

X - + (R + 2r) VF^r(B'+-2TF „ _ (R + 2r)-^ 

-^0 — z. ^ , yo — jü \^^^) 

und es lassen sich leicht die Punkte bestimmen, welche die Tangente (9!)) mit der 
Berühruugspunktkurve (90) gemeinsam hat; die Substitution von (99j in (90) ergiebt 

in erster Linie ^^ } = 0, d. h. den Pol selbst; nach Division mit 7^-,— oTä^ und 

X2 I (K -f- ^r) 

ZusammeuziehuDg erhält man 

(et 2r- - Vb*-(R + 2rF)^ = (101) 

d. h. dieselben Werte wie x^ in (100) als Doppelwerte; in T wird also die Berührungs- 
punktkurve Cj von der Tangente P5T und somit auch vom Scheitelkreis berührt. 

Um schliesslich noch die gemeinsamen Punkte B (Fig. 18) zwischen Berührungs- 
punktkurve Cg und dem Kegelschnitt Hj*) zu bekommen, dessen Fusspunktkurve die 
erstere ist, hat man x und y zu bestimmen aus (90) und (94); die Substitution von 

X* = (y* - EO (^rT^* - 1) aus (94) in (90) ergiebt: 

^ ^ (R + 2r)'' \ W+W)' + ~(R + 2r)=' + ^ ^^^ | 

_ 4b''r(R + r) f b* \ .^ 

- (R + 2r)* (y - ^^ UR T2r7 ~ ^) ^^^^' 

d. h. ^ ? = + R, die beiden Kurven haben ihre Scheitel Pg und A gemeinsam; die 

Ordinaten der 2 weiteren gemeinschaftlichen Punkte B erhält man nach Division 
von (102) aus der Form: 

__^!y!_ __ 2by + (R + 2r)^ nämlich ^^ } - i^J-ll)!. (io3) 
der Doppelwert zeigt, dass die beiden Kurven sich in ihren gemeinsamen Punkten B 



*) Hg ist eioe Hyberbel, deren Asymptoten die beiden Durchmesser OT sind. 
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bertthren; im ttbrigen ist zu beachten, dass die vier Berührungspunkte T und B dieselbe 
Ordinate haben, dass sie also auf einer Geraden liegen, nämlich der Polaren von P5 
in Beziehung auf E2. 

Die Substitution von 

y' = ^" + h^-^iR + Zf ^"' ^^*^ '"^ ^ "^*^'* 



b«x 



2 



b* — (R + 2r)» 



b*x 



+ E- + b> - 2b Vr> + 5t<f^p } 



b* — (R + 2t)* 

(R + 2r)'' ^^"*' 



also wieder in erster Linie die beiden Scheitel M = 0, nach Division dorch b^z 

X, 

and einigem Zosammenziehen 



}-. 



b« - (R + 2vf ^ (R + 2r)« + ^^ + ^i^^ - ^^ V it + jj, _ (j^ _^ 2r)« ' 

durch Quadrieren und wieder einige Umformungen erhält man für die Abscissen der 

Punkte B 

X3« 1 _ |(R + 2r)^-b^RM |b^-(R + 2r^)| 

x^« \~ b^ (R + 2r)2 ^ ^ 

Sollte die für eine Schar von gemeinen Cykloiden abgeleitete Eigenschaft, dass 
die gemeinsamen Punkte zwischen Berührungspunktkurve und zugehöriger Parabel 
zugleich Erümmungsmittelpunkte von neuen Cykloidenbögen sind, auch für Cykloidalen 
gelten, d. h. sollte der Punkt B der dem Pole P5 zukommende Krümmungsmittel- 
punkt einer mit Z ähnlichen Epicykloide Z* sein, deren Evolute diejenige Lage von Z 
ist, welche von P5 B in B berührt wird, so müsste die Strecke P5 B durch den Schnitt- 
punkt S mit dem Scheitelkreis Kg im Verhältnis (R + 2r) : R geteilt sein oder 
umgekehrt: dieser Teilpunkt müsste auf dem Scheitelkreise liegen; die Koordinaten 
dieses Teilpunktes sind nun aber nach bekannter Formel: 

(R + 2r)X3 

(106); hiermit wird aber gemäss (105) und (103): 



X5 = 



2 (R -f r) 
_ Rb + (R + 2r)y3 



^^ 2 (R + r) 



2 



T ^^v«- (R + 2r)' |(R + 2r)^-b^R^l |b^-(R + 2r)M |Rb^ + (R + 2r)M 
^5 + ys - -4 (ß _|_ '^Y b^ (R + 2r)^ ^ 4b« (R + r)^ 

welcher Ausdruck sich in der That zusammenziehen lässt in 

x,«-f y5« = (R + 2r)« (107) 

Konstruiert man also eine mit Z ähnliche Epicykloide, welche den seitherigen 
Scheitelkreis K^ zum Bahnkreis hat und dreht diese um so lange, bis sie durch den 
Pol P5 geht (ZO, so ist B der Krümmungsmittelpunkt für P5 und da TT Polare 
von P5 in Beziehung auf Kg, so ergiebt sich hieraus der Satz: 

Der Krümmungsmittelpunkt für irgend einen Punkt einer 
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Cykloidalen (Epi- oder Hypocykloide) liegt stets auf der Polaren des 
Punktes in Beziehung auf den Bahnkreis. 

Nimmt man endlich auf dem verlängerten Radius OP noch mehr Pole an und 
bestimmt für jeden die gemeinsamen Punkte von Berührungspunktkurve und ihrer 
negativen Fusspunktkurve, so ist deren geometrischer Ort eine Kurve, deren Gleichung 
durch Elimination von b aus (90) und (94) erhalten wird; durch Kombination von beiden 
ist Gleichung (103) entstanden, man braucht also nur den hieraus geschöpften Wert 

, ^ (R + 2r)- 

y 

z. 6. in (94) einzusetzen, so erhält man: 

= (y._B,{(B±^_,[ „der 

x^y« = (y« - R^) {(R + 2rr - y« } (109) 

als Gleichung des geometrischen Orts der gemeinsamen Punkte B. Die Gleichung 
dieser Kurve zeigt zunächst, dass Mittelpunkt derselben ist; selbstverständlich 
verläuft sie, wie die ganze Cykloidalenschar, ganz innerhalb des Kreisrings zwischen K, 
und K,,, (109) zeigt ausserdem, dass der absolute Wert von y stets zwischen R und 
(R -f- 2r) liegen muss; die Kurve besteht also aus zwei Zweigen, die sowohl innerhalb 
des Kreisrings als auch beiderseitig zwischen den mit der X-Achse in den Abständen R 
und (R + 2r) gezogenen Parallelen verlaufen. Um über die grösste Abweichung der 
Kurve gegen die Y-Achse Aufschluss zu erhalten, bilde man aus 



x^ 



xy = Vir - R') I (E + 2r)« - y^ I (HO) 

ydx + xdy = yi(R + 2r)--y-i-y(y--R-) ,y (ui) 

V(y'-^-R«) t(R + 2r)^-yM 

*^ - RMR + 2r)^-y^ 

und hieraus a" — — TiTT^ — — T>«T-r /t»- r o '\2 ^i^Tr^ ^^■^^^ 

a y y2 V(y* — R*) | (R -f 2r)^ — y* \ 

d X 
Eine zur Y-Achse parallele Tangente erhält man mit -^-— = 0, d. h. 

y = ± VR (R + 2r) (113) 

Die diesen Punkten entsprechenden Abscissen liefert (109): 

x«R(R + 2r) = 2Rr j (R + 2r)2 — R(R + 2r)l oder x = ±2r (lU) 

Die beiden Ovale, aus denen die Kurve der gemeinsamen Punkte B besteht, 
haben also ihre grösste Entfernung 2r zu beiden Seiten von der Y-Achse in den 
Punkten D, deren Ordinaten nach (113) gleich dem geometrischen Mittel aus den 
Radien von Bahnkreis und Scheitelkreis. 

Dass dieses Resultat mit dem früher für gemeine Cykloiden ei-mittelten über- 
einstimmt, ist leicht ersichtlich: der Radius des Bahnkreises ist in diesem Falle 
unendlich gross zu nehmen, das eine Oval verschwindet in unendlicher Entfernung, 
das geometrische Mittel wird gleich dem arithmetischen, das zurückbleibende Oval 
wird zur Ellipse mit den Halbachsen 2r und r. Auch aus (109) lässt sich die Gleichung 
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dieser Ellipse leicht ableiten, indem zuerst das Koordinatensystem parallel verachoben, 
dann die Gleichung durch K* dividiert und E =z oo gesetzt wird. 

Behandelt man in derselben Weise eine Schar von Hypocykloiden , so zeigt 
sich, dass deren Berührungspunktkurven in der Gegend des Scheitels in ganz ähnlicher 
Weise degenerieren wie die bisher betrachteten Kurven; die beiden Zweige, welche 
von dort aus im Falle der gemeinen Cykloide sich asj^mptotisch der Scheiteltangente 
nähern und bei den Epicykloiden sich nach rückwärts wenden, um zusammenzulaufen, 
wenden sich im Falle der Hypocykloiden nach vorwärts, um ineinander überzugehen. 
Gleichung (109) ändert sich nicht durch Vertauschung der beiden Radien von Bahn- 
kreis und Scheitelkreis; liegen also eine Schar von Epicykloiden und eine solche von 
Hypocykloiden zwischen denselben konzentrischen Kreisen, und man lässt den Pol 
wieder auf einem verlängerten Durchmesser fortschreiten, so erhält man für beide 
Scharen denselben geometrischen Ort der gemeinsamen Punkte zwischen Berührungs- 
punktkurven und den Kegelschnitten, deren Fusspunktkurven die ersteren sind. Wie 
leicht ersichtlich, sind für eine Schar von Epicykloiden solche gemeinsame Punkte 
nur möglich, wenn dieser Kegelschnitt eine Hyperbel, bei Hypocykloiden nur, wenn 
er eine Ellipse ist, da in jedem Falle die Kegelschnittsnormale durch den betreffenden 
Pol gehen muss; eine Hyperbelnormale schneidet aber die reelle Achse stets ausser 
halb, eine Ellipsennormale die grosse Achse stets innerhalb der Strecke zwischen den 
beiden Brennpunkten; ausserhalb dieser Strecke liegt aber der Pol im Falle der 
Epicykloiden, innerhalb im Falle der Hypocykloiden. 

Es war schon auf der vorletzten Seite die Rede von einer Schar von Epi- 
cykloiden Z', welche mit Z ähnlich sind, die aber Kg zum Bahnkreis haben; denk- 
man sich ebenso innerhalb K^ als Bahnkreis eine Schar von Hypocykloiden, für welche 
die Radien von Bahnkreis und Scheitelkreis sich verhalten wie der Radius Rj von Kg 
zum Radius Rj von K^, schneidet man diese beiden Cykloidenscharen durch einen 
Durchmesser und bestimmt wieder für alle Schnittpunkte die Krümmungsmittelpunkte, 
so ist der für beide Scharen gemeinsame geometrische Ort dieser Krümmungsmittel- 
punkte die aus den beiden Ovalen zusammengesetzte Kurve (109) und zwar fallen je 
die Krummungsmittelpunkte eines Schnittpunktes Ph der Hypocykloidenschar und eines 
solchen Pe der Epicykloidenschar zusammen, wenn 

Ph:Pe = Ri-:R,*^ (115) 

diese Krümmnngsmittelpunkte liegen alsdann auf der gemeinsamen Polaren von Ph in 
Beziehung auf K^ und von Pe in Beziehung auf K.^. 



